Reseni dloh 1. kola 44. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autofi tloh: P. Sedivy (1,4,6,7), M. JareSova (2,3) a D. Kluvanec (5)
1.a) Pocétek vztazné soustavy zvolime v Gsti hadice. Z kinematickych zdkont sikmého
vrhu
T = votcosa, y:votsinoz—lgt2

2
plynou pro dobu letu vody a pro vysku mista dopadu na sténu vztahy

d gd’ gd? 2
t= , h=dtga — — — =dtga—=—=(1+t . 1
Vo COS (¢ g 202 cos® o S 21)5( g ) M

Extrém funkce h = h(a) uréime uzitim diferencidlniho poétu:

=0 pro tgaz%

dh d gd?sin o d gd v2
— = — — = = - 1-=5tga <0 pro tga > -5
do cos’a  wvicosPa cosza< ve & bro tea ggl
Yo

> 0 pro tga<gd

2
Pro elevacni tthel o = arctg% dosdhne tedy funkce h(a) maxima. Pro dané
hodnoty a = 66,4°. 4 body

b) Dosazenim vysledku tlohy a) do (1) dostaneme

2 2 4 2 2
hzdﬂ_£<1+ ?0‘>—U—0—£=9,29m.

gd  2vg g°d’) 29 2v5
2 body
¢) Odchylku ¢ rychlosti dopadu od vodorovného sméru uréime ze vztahu
v vo sina — gt gd 1
8% = e Vo COS v & vicos?a & tga - cos’
1 sina — 1 1
=tga— — = — = ——.
sin a cos a sin @ cos a tga
Z toho plyne ¢ = —(90° — a) = —23,6°. 4 body

Jiné Fefeni iloh a,b): Aby voda dopadla na sténu do vysky h, musi tga spliiovat
kvadratickou rovnici ziskanou tpravou (1):

gd® gd’
—tga—dtga+h+ —
208 & & 208



7 toho . .
_ 4hgd? _ 4g%d*

tga=———, kde D=d’
& 9_512 208 4vg
v
je diskriminant. Rovnice ma feSeni, jestlize
2 2
d
D>0 = h<X_9%
29 25
Nejvétsi vysky dosdhneme, kdyz D = 0. Pak
_vw g _dE0 _ v
29 w3’ gd” gd’
v

Pozndmka: Jesté jednodussi feSeni dostaneme uzitim ochranné paraboly — viz studijni
text Vrhy, knihovnicka FO ¢&. 56.

Paprsek v krajnim piipadé dopadne do
bodu B (obr. R1). Pak

d=dn =atgp, sinﬂlz%,
5 By =28,13°,  dw=0,534a.
Obr. R1 Vyhovuji paprsky, pro které d < dp,.
' 2 body

b) Paprsek dopadd na rozhrani BC pod tihlem 32 = 90° — 31 = 61,87°, ktery je vétsi
neZ mezni Ghel By, = arcsin(1/n) = 41,81°. Nastane tedy aplny odraz a paprsek
dopadé na rozhrani AB pod tihlem 33 = 82 — 45° = 16,87°, lame se a vystupuje z
hranolu pod dhlem as = arcsin(nsin 33) = 25,81° (obr. R2). Vystupujici paprsek
je od piivodniho sméru odchylen o § = 90° — a3z = 64,19°. 3 body




iz

B < Bm s B2 = 90° — B1 > 48,09° > B .

Na rozhrani BC urcité dojde k tplnému odrazu a paprsek dopadd na odraznou
plochu AB pod tihlem 33 = (32 — 45°. Pod stejnym tihlem se odrazi a vraci se na
rozhrani BC, kam dopadé pod tihlem

,@4=45o—ﬂ3=450—(ﬂ2—450)=900—52251-

Z hranolu tedy vystupuje pod thlem as = a1 a protoze stény AC a BC jsou
navzajem kolmé, je vystupujici paprsek kolmy k pivodnimu sméru pfed dopadem
na hranol.
Paprsek pfichdzejici na hranol rovnobézné s preponou AB vystupuje z hranolu
kolmo k preponé.

5 bodua

Ba

Bs\[B3
A B Obr. R3




3.a) K uréeni periody harmonickych kmita musime vypoéitat moment setrvaénosti

vy

Moment setrvacnosti valce je J = %m’r’2 = ighfrr , kde h je vygka valce. Vysece

maji momenty setrvac¢nosti:

421 — 2« 1

1 2 1 1
J = 591’1#7‘4—& = Eglh'r‘loz. Jo = EQQhﬂ'T o = Eglhr‘l(ﬂ' —a).

2w

Moment setrvacnosti kotouce J = J; + Jo = %hr‘l[gla + o2(m — )]

vy

hové vysece odvodime z obr. R4: Y
0] x
ds
a
yT :/ = 2
S r © £
. )
2
mrode (2 T
e () >
mrla
rsin«
———/cosnpdnp——g- : Obr. R4
Poznamka. Tento vzorec neni nutno odvozovat, lze ho téZ nalézt v tabulkach.
2 sina PR _ 2sin(r—a) _ 2 sina
Prvni vyseé: yT1 = -3 r. Druhd vysec¢: yr2 = 3 —a "T3r—a"
Direkéni moment: D = miglyri| — magyre,
2 : 2 .
w20 2sin o wre (2w — 2a) 2sin o 2 5 .
D= h — h ==r°h — .
or 0973 " 2r 9293(77 — a)r 3" 9ler — g2)sina
Doba kmitu
T — o [J _2\/31"91044-@271’—04)227r 3r a ™
(01 — 02)sina g sin (ﬂ—l)sina
02

Oznaémefz%—l, pak T—27r\/3T( a +L)

g \sihna ¢sina
5 bodu



b) Aby bylo T minimdlni, musi byt minimalni vyraz pod odmocninou, tj. budeme
hledat minimum funkce f(a) = —0— + ——~—:
sina = £sina

df(a) _ d a b 1 ) -
= — - + — = — sina —acosa— —cosa | =0,
da \ sina  €sina sin” o 13

. T T
sma—acosa—gcosazo, tga—a—gzo,

coz je transcendentni rovnice, kterou vyfesime pouze pro dané hodnoty:
01 17 97
=——-1=—= tgea —a = —.
£ o g g 1

Pomoci numerickych metod nebo graficky dostaneme

a=124rad =71°. Potom je a1 =2a =142°, as =360°— a1 =218°.

O tom, Ze se jednd o lokdlni minimum, se presvédéime pomoci druhé derivace

funkce f(a):

d[ 1 < T ﬂ
- Sll’lOz—O[COSO[—ECOSO[ =

da | sin? a
T 2cosa [ . b

a+ < | ———= sina — acosa — —cosa | .
13 sin® « 13

2
Pro a = 1,24 rad je %(3) = 4,63 > 0; nastava lokdlni minimum.
e

Dosazenim zjisténé hodnoty thlu a do vztahu pro vypocet periody dostaneme

sin o

Tmin = 1,9 s.
5 bodu



Zékon zachovani energie:

1 . 1 . 1
§m1U2 = §mlvf + 5"’”2113 (1)
Zakon zachovani hybnosti:
miv = myv1 cos Y + mavs CoS @ (2)
0 = myvp sind — mawa sin p (3)
3 body
Upravime (2) a (3):
Mav3 COS = M1V — M1V COS Y (4)
Maws Sin = myv; sind (5)
Se¢tenim (4)% 4 (5)* dostaneme
miv? — 2mivivcos 9 + mivi = myvs . (6)
Z (1) vyjadi¥ime v} = %02 — %v% , dosadime do (6). Po apravé dostaneme:
2 2
(m1 + mQ)U% —2mivcos® - v + (m1 — mg)v2 =0. (7)
3 body

Dostali jsme kvadratickou rovnici, ze které mizeme vypocitat v; pfi zndmé od-
chylce 9. Uloha m$ feSeni, je-li diskriminant rovnice nezdporny:

D = 4miv’ cos’ 9 — 4(m1 + ma)(m1 — ma)v” >0, micos® 9 —mi +mj3 >0,
2 2
. m . m
coszﬂzl——g, smzﬂg—g.
my my

Maximalni odchylka ¢astice a od ptvodniho sméru je

. mo . .
Ymax = arcsin—- = arcsin0,25 = 14,5°.
m1

4 body



5.a)

Nejprve uréime pocet N atomii izotopu '¢C v jednom gramu uhliku v Zivych
organismech. Jeho aktivita je

15,3 In2
g0 040,255 Ba=AN = =N,

kde A je preménova konstanta a T je polocas premény. Po tpravé

. . 7 .
N=£=0,255 Bq - 3,16 - 10 57305:6,66-1010.
In 2 In 2
3 body
Celkovy pocet atomi v jednom gramu uhliku je
-3
N.=-" 107 ke =5,02-10%.

T Am,  12,011-1,66 10 2 kg

Na jeden atom '§C pripada % = 7,54 - 10! atomn stabilnich izotopti uhliku.

2 body
Rostliny p¥ijimaji radiouhlik '¢C z atmosféry pii asimilaci CO,. Do t&l Zivocicht
se dostdva s potravou. V atmosféfe vznika radiouhlik vlivem kosmického zdfeni a
jeho koncentrace je stdla. V odumfelych organismech se radiouhlik neobnovuje a

jeho koncentrace se v disledku radioaktivniho rozpadu zmensuje.
1 bod

Od doby, kdy byl len na vyrobu platna sklizen a zpracovan, uplynulo pfiblizné
1900 let. Béhem této doby poklesla aktivita radiouhliku v platné v poméru
t 1900
£=2 T =9 5730 =(,79.

2 body

Piedpoklddame, Ze polatecni aktivita Ao jednoho gramu uhliku ve zkoumaném
pfedmétu byla stejnd jako u dnesnich Zivych organismi. Dnesni aktivita je

t

A=A40-2 T,
Upravou dostaneme
T Ao

2 body



7.a) Pro adiabaticky d&j 1 -2 plati:

-1
p}‘lfl = p;}f ; Vi =paV57, % = <%> =",
‘TQ :Tlfs%_l, D2 =p15%-‘
Pro izobaricky déj 2-3 plati: % = % =,
T3:T2<p=T1E%_1<P, p3=P2=P15%-‘

Pro adiabaticky déj 3-4 plati:

v e D (BT (Ve T
p3Vs =pavy , T3_ Vl - V2 Vl =y -1

,
» »
P4 = p3 7 V4] Tz pie @ ; pPa =p1y .

Pro dané hodnoty:

T =300K, T, =953 K, T3 =2383 K, T, = 1082 K,

(t1 =27°C, t2 =680 °C, t3 =2110 °C, t4 =809 °C),

p1 = 0,100 MPa, p» = ps = 5,72 MPa, ps = 0,361 MPa. 3 body

T4 — T3$0%_151_% — TlE%_IQO . El—%gp%—l

b) Hmotnost vzduchu, ktery projde pracovnim prostorem vélce béhem jednoho cyklu,
miizeme vyjadfit pomoci stavové rovnice:

My,
m = 131‘};17711 Z toho plyne: mcy = 2’51);‘1/1 .

Béhem hoteni paliva pii dé&ji 2-3 pfijme pracovni latka teplo

Ql = mcp(Tg — Tg) = m%CV(T3 - T2) = 2,5%p,}V1

1

(Ts — T>) .

Pfi izochorickém déji 4-1 odevzda pracovni latka teplo

Q2 =mey(Ta—T)) = 2,5”1V1
T

(Ty — T1) .

Ostatni déje jsou adiabatické, tedy bez tepelné vymény. Celkova prace pfi jednom
cyklu je W' = Q1 — Q5. Motor pracuje s teoretickou ti¢innosti

nzmzl_Q_‘;zl_i.T‘l_Tl
Ql Ql V4 T3—T2
Pro dané hodngty:
Q1=801J, Q,=313J, W' =488J, n=61%. 3 body



¢) Klikovy hifdel se otadi s frekvenci f = 3000/(60 s) = 50 s~'. U &tyivalcového
motoru pfipadaji na dvé otoceni klikového hiidele 4 celé cykly. Vykon motoru je

P=2fW' =49 kW.
2 body

d) Do vztahu pro G¢innost odvozeného v tloze b) dosadime vztahy mezi teplotami

odvozené v &asti a):

L 4
_1_l -1y 1_l. T —1_l 90%_1 =
= x Ty —Ty x Ts T x ¥l —e¥!
T T
1 1 ¢¥-1
=l-— = ;

coz jsme méli dokizat. 2 body



