
Øe¹ení úloh 1. kola 46. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie AAutoøi úloh: L. Richterek (1, 7), P. ©edivý (3, 4, 6), M. Jare¹ová (2), J. Jírù (5)Koneèná úprava P. ©edivý1.a) Na obr. R1 je M poloha mravence v èase t: Z podobnosti trojúhelníkù MNB aAOB plynejNBjjMBj = jOBjjABj ; neboli vt� xut = vtL ) x = vt� uvL t2 :Dostali jsme kvadratickou funkci v promìnné t se záporným koe�cientem u kvad-ratického èlenu, která je rovna nule pro t = 0 a pro t = L=u. V èase t = t1 = L2utedy dosáhne maxima xmax = v L2u � uvL � L24u2 = L v4u :Tento výsledek vyhovuje úloze, pokud t1�L=v. Jestli¾e t1>L=v, tj. u<v=2,vzdaluje se mravenec od stìny po celou dobu pohybu tyèe a v èase t = L=v dosáhnemaximální vzdálenosti od stìnyxmax = vLv � uvL � L2v2 = L�1� uv� : 3 bodyb) Z podobnosti trojúhelníkù MNB a AOB dále plynejMN jjMBj = jAOjjABj ; neboli yut = pL2 � v2t2L ) y = utLpL2 � v2t2 :Dostali jsme funkci, která je v èase t = 0 a v èase t = L=v nulová. V intervalu(0; L=v) je spojitá a kladná. Maxima dosahuje , kdy¾dydt = uL � L2 � 2v2t2pL2 � v2t2 = 0 ;tj. v èase t = t2 = Lvp2 . Maximum má hodnotuymax = uLLvp2sL2 � v2 L22v2 = L u2v :Tento výsledek vyhovuje úloze, pokud t2�L=u, tj. u�vp2. Jestli¾e u>vp2,stoupá mravenec po celou dobu lezení a na konci tyèe dosáhne vý¹kyymax = uLuLsL2 � v2L2u2 = Ls1� v2u2 : 3 body1



c) Pro vzdálenost mravence od podlahové li¹ty platí r2 = x2 + y2, tj.r2 = �vt� uvL t2�2 +�utLpL2 � v2t2�2 = t2(u2 + v2)� 2uv2L t3 ; (1)pøièem¾ t�L=u ^ t�L=v. Dostali jsme kubickou funkci, její¾ extrém vy¹etøímepomocí jejich derivací:d(r2)dt = 2(u2 + v2)t� 6uv2t2L ; d2(r2)dt2 = 2(u2 + v2)� 12uv2tL :První derivace funkce (1) je rovna nule pro t = 0 a pro t = L(u2 + v2)3uv2 . Druháderivace je pro t < L(u2 + v2)6uv2 kladná, pro t > L(u2 + v2)6uv2 záporná. Funkce (1)tedy dosahuje pro t = 0 lokálního minima a pro t = t3 = L(u2 + v2)3uv2 lokálníhomaxima(rmax)2 = L2 (u2 + v2)327u2v4 ; tedy rmax = Lu2 + v23uv2 ru2 + v23 : (2)Tento výsledek vyhovuje úloze, pokud t3 < L=v, tj.u2 + v2 � 3uv < 0 ) �uv�2 � 3uv + 1 < 0 ;0;382 := 3�p52 < uv < 3 +p52 := 2;62 :Souèasnì musí platit t3 < L=u, tj.u2 + v2 < 3v2 ; ) u < vp2 := 1;41v :Platnost výsledku (2) je tedy omezena podmínkouv 3�p52 < u < vp2 :Pro u < v 3�p52 leze mravenec pomalu, jeho vzdálenost od li¹ty se bìhempohybu tyèe stále zvìt¹uje a v èase t = L=v dosáhne maximar2max = (u2 + v2)L2v2 � 2uv2L3v3L = L2�1� uv�2 ; rmax = L�1� uv� = xmax :2



Pro u > vp2 leze mravenec rychle, jeho vzdálenost od li¹ty se bìhem jeho pohybupo tyèi stále zvìt¹uje a v èase t = L=u dosáhne maximar2max = (u2 + v2)L2u2 � 2uv2L3u3L = L2�1� v2u2� ; rmax = Ls1� v2u2 = ymax :4 bodyAlternativní øe¹ení úlohy b)Vyjdeme z obr. R2: Z podobnosti trojúhelníkù MNB a OPB plynejMN jjMBj = jOP jjOBj ; neboli yut = Hvt ) y = Huv ;kde H je vzdálenost tyèe od podlahové li¹ty. V rovnoramenném trojúhelníku OSB(S je støed tyèe) je H vý¹kou na rameno. Maximální velikost Hmax = L=2 máv okam¾iku, kdy je tyè sklonìna o 45� a trojúhelník OSB je pravoúhlý. V tomtookam¾iku je y = ymax = Hmaxuv = L u2v :Popsaná situace musí ov¹em nastat nejpozdìji v okam¾iku, kdy mravenec dolezena konec tyèe, tj. L=u � L=(vp2), u � vp2. V opaèném pøípadì bude mravenecnejvý¹e v okam¾iku, kdy dorazí na konec tyèe aymax =sL2 � v�Lu�2 = Ls1� v2u2 :
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2.a) Poèátek vzta¾né soustavy zvolíme na vrcholu pyramidy, osu x kolmo k podstavnéhranì, kladnou poloosu y svisle vzhùru. Jedná se o vrh ¹ikmý vzhùru s poèáteènírychlostí v0 a elevaèním úhlem �. Platí:x = v0t cos� ; y = v0t sin�� 12gt2 :Po vylouèení t a úpravì pomocí vztahu 1cos2 � = 1 + tg2 � dostanemey = x tg�� gx22v20 (1 + tg2 �) = �gx22v20 + x tg�� gx22v20 tg2 � : (1)Souøadnice bodu dopadu na poboèné stìnì splòují podmínku y = �x tg �, kde �je úhel sklonu poboèné stìny pyramidy, tg � = p2. Dosazením do (1) a úpravoudostaneme rovnici gx22v20 tg2 �� x tg�+ gx22v20 � x tg � = 0 : (2)2 bodyZ této kvadratické rovnice pro tg� mù¾eme vypoèítat ke zvolené souøadnici xbodu dopadu pøíslu¹ný elevaèní úhel vrhu.tg � = x�pDgx2v20 ; D = x2 � g2x4v40 + 2gx3 tg �v20 : (3)Pro nejvzdálenìj¹í bod dopadu má rovnice jediné øe¹ení a diskriminant rovnice jeroven nule: D = x2�1� g2x2v40 + 2gx tg �v20 � = 0 ; pøièem¾ x 6= 0 ;x = 2g tg �v20 �r4g2 tg2 �v40 + 4g2v402g2v40 = v20g (tg � �ptg2 � + 1) :Úloze vyhovuje kladný koøenx = v20g �tg � +ptg2 � + 1� = v20g (p2 +p3) = 72;2 m : (4)Pøitom podle (3)tg� = x+ 0gx2v20 = v20gx = 1p2 +p3 = p3�p2 = 0;31784 ; � = 17;6� : (5)Pøi dané velikosti poèáteèní rychlosti mù¾eme dohodit nejdál do vzdálenostix= cos � = xp3 = 125 m od vrcholu pyramidy, zvolíme-li elevaèní úhel 17;6�.3 body4



b) Støed podstavné hrany pyramidy má souøadnici x = h=p2. Výsledek (5) nezá-visí na velikosti poèáteèní rychlosti. Proto i støed podstavné hrany zasáhnemes nejmen¹í poèáteèní rychlostí vrhu pøi elevaèním úhlu urèeném v úkolu a). Podle(4) pakhp2 = v20ming (p2 +p3) ; v20min = ghp2(p2 +p3) = gh�p62 � 1� ;v0min =sgh�p62 � 1� = 18;0 m � s�1 : 2 bodyc) Vzta¾nou soustavu zmìníme tak, ¾e osa x bude mít smìr úhlopøíèky podstavy.Dosadíme-li do rovnice (1) souøadnice bodu dopadu [h;�h], dostaneme po úpravìkvadratickou rovnici pro tg� s parametrem v0gh22v20 tg2 �� h tg�+ gh22v20 � h = h� gh2v20 tg2 �� tg�+ gh2v20 � 1� = 0 ;Z toho tg� = 1�pDghv20 ; D = 1+ 2ghv20 � g2h2v40 :Minimální velikost rychlostije taková, pro kterou má rovnice jediné øe¹ení, tj.D = 0 ) v40 + 2ghv20 � g2h2 = 0 ;v20 = � 2gh�p4g2h2 + 4g2h22 = gh(�1�p2) :Úloze vyhovuje koøenv20min = gh(p2� 1) ; v0min =qgh(p2� 1) = 24;4 m � s�1 :Pak tg� = 1 + 0ghv20min = v20mingh = p2� 1 ; � = 22;5� : 3 bodyTrajektorie vrhù, které jsou øe¹ením úlohy, jsou v mìøítku 1:5000 nakresleny naobr. R3 a R4.
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Obr. R3 Obr. R4Alternativní øe¹ení úkolù a) a c) u¾itím diferenciálního poètua) Rovnici (2) upravíme na tvar:x2 g(1 + tg2 �)2v20 � x(tg�+ tg �) = x�xg(1 + tg2 �)2v20 � tg�� tg �� = 0 :Koøen x = 0 je souøadnice poèátku vrhu, bod dopadu má souøadnicix = 2v20(tg�+ tg �)g(1 + tg2 �) : (6)Provedením substituca tg� = z dostaneme vztahx = 2v20g � z + tg �1 + z2 ; (7)který zderivujeme a derivaci polo¾íme rovnu nule:dxdz = 2v20g � 1 + z2 � (z + tg �)2z(1 + z2)2 = 2v20g � 1� 2z tg � � z2(1 + z2)2 = 0 : (8)Z tohoz2 + 2z tg � � 1 = 0 ; z = � 2 tg � �p4 tg2 � + 42 = � tg � �ptg2 � + 1 :Úloze vyhovuje koøen z1 = tg� = � tg � +ptg2 � + 1 = p3�p2. Druhý koøenz2 = �p2�p3 nevyhovuje rovnici (6), nebo» výraz na pravé stranì by byl záporný.Funkce (7) je kladná v intervalu (� tg �;1). V bodì � tg � je rovna nule a takélimita pro z !1 je rovna 0. Proto v bodì z1 dosahuje maxima. Podle (6)xmax = 2v20g � p31 + (p3�p2)2 = 2v20g � p36� 2p6 = v20g (p3 +p2) :6



c) Do rovnice (1) dosadíme souøadnice bodu dopadu [h;�h] a dostaneme rovnici� h = h tg �� gh22v20 (1 + tg2 �) ; (9)ze které vyjádøíme v20 jako funkci tg�. Provedeme substituci tg� = z, výrazzderivujeme podle z a derivaci polo¾íme rovnu nule:v20 = gh2 � 1 + tg2 �1 + tg� = gh2 � 1 + z21 + z ; (10)d(v20)dz = gh2 � 2z(1 + z)� 1� z2(1 + z)2 = gh2 � z2 + 2z � 1(1 + z)2 = 0 ; (11)z2 + 2z � 1 = 0 ; z = � 2�p82 = �1�p2 :Úloze vyhovuje koøen z1 = tg� = p2� 1. Druhý koøen z2 = �p2� 1 nevyhovujerovnici (10), nebo» výraz na pravé stranì by byl záporný. Funkce (10) je kladnáv intervalu (�1;1). V bodech �1 a 1 má nevlastní limitu 1. Proto v bodì z1dosahuje v20 minima. Dosazením do (10) dostanemev20min = gh2 � 1 + (p2� 1)2p2 = gh(p2� 1) :3.a) Zvolme vzta¾nou soustavu spojenou s rotující nádobou. Pùsobením tøecích sil sevoda v nádobì uvede do otáèivého pohybu, jeho¾ úhlová rychlost je stejná jakoúhlová rychlost nádoby. Hladina vody zaujme tvar rotaèní plochy. Její meridiánmá rovnici y = y(x), kde x je vzdálenost od osy otáèení. V ka¾dém bodu hladinyje teèná rovina kolmá na výslednici tíhové a setrvaèné odstøedivé síly, které zdepùsobí na èástici (obr. R5). S vodorovnou rovinou svírá úhel �, pro který platítg� = dydx = dm!2xdmg = !2xg :Integrací dostaneme y = Z !2xg dx = !22g x2 + C : (1)Hladina zaujme tvar rotaèního paraboloidu. Integraèní konstanta C = y(0) udávápolohu vrcholu paraboloidu na ose. 2 body
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Obr. R7 Obr. R8V dal¹ím øe¹ení pou¾ijeme pomocnou vìtu, kterou si jistì sami snadno odvodíte:Objem rotaèního paraboloidu o vý¹ce v a polomìru R (obr. R5) jeV = pR2v2 :b, c) Pokud platí f � f1, nastane situace podle obr. R6. Ze vztahu (1) odvodímeh = y(R) = !2R22g + C ; h� C = !2R22g ;a vyjádøíme objem kapalinyV = pR2h0 = pR2h� 12pR2(h� C) = pR2h� 12pR2!2R22g :Po úpravì dostaneme h = h0 + !2R24g = H4 + p2R2g f2 : (2)Závislost vý¹ky okraje hladiny na frekvenci je kvadratická. 2 bodyHladina se dotkne dna, jestli¾e C = 0. V takovém pøípadìV = pR2h0 = 12pR2h ; h = 2h0 = H2 ; f = f1 = pgH2pR : 2 body8



d, e) Pro f1 � f < f2 nastane situace podle obr. R7 a integraèní konstanta C je záporná.Pro vìt¹í pøehlednost oznaème �C = D. Hladina protíná rovinu dna v kru¾nicio polomìru x0. Platíy = !2x22g �D ; h+D = !2R22g ; x20 = 2gD!2 ;V = pR2h0 = pR2h��pR2(h+D)2 � px20D2 � == pR2h� pR4!24g + pg!2 �!2R22g � h�2 = pg!2 h2 ;h = 2pRrh0g f = pRrHg f : (3)Vý¹ka okraje hladiny je pøímo úmìrná frekvenci. Horní podstavy válce dosáhnepøi frekvenci f2 = pgHpR = 2f1 : 2 bodyf) Graf závislosti vý¹ky okraje hladiny na frekvenci sestrojený na základì vztahù (2)a (3) je na obr. R8. 2 body4.a) Vyjdeme z obr. R9. Vzdálenost støedu kulièky od støedu koule jer =p(r0 + l sin�)2 + l2(1� cos�)2 :Spojnice obou støedù je odchýlena od vodorovného smìru o úhel �, pøièem¾cos � = r0 + l sin�r ; sin � = l(1� cos�)r :Vlákno kyvadélka je napínáno silou, která je rovna výslednici F tíhové síly FG aelektrostatické síly Fe, které pùsobí na kulièku. Velikosti sil vypoèítáme u¾itímsinové vìty:FeFG = sin�sin(90� + � � �) = sin�cos(�� �) = sin�cos� cos � + sin� sin � ;Fe = mg sin�cos�(r0 + l sin�)r + l sin�(1� cos�)r = mgr sin�r0 cos�+ l sin� == mg sin�p(r0 + l sin�)2 + l2(1� cos�)2r0 cos�+ l sin� = 2;4 � 10�4 N :9



FFG = sin(90� � �)sin(90� + � � �) = cos �cos(�� �) = cos �cos� cos � + sin� sin � ;F = mgr0 + l sin�rcos�(r0 + l sin�)r + l sin�(1� cos�)r = mg(r0 + l sin�)r0 cos�+ l sin� = 5;7 � 10�4 N :5 bodù� �
90���
90�+���

� lr0 r m; qQ FG FG
Fe

FeF F Obr. R9b) Pro potenciál ' koule platí' = U = Q4p"0R Z toho Q = 4p"0RU = 4;9 � 10�8 C : 2 bodyc) Z b) plyne Q4p"0 = UR. Náboj na kulièce kyvadélka urèíme z Coulombova zákona:Fe = 14p"0 � Qqr2 = URqr2 ;q = Fer2UR = mgr3 sin�UR(r0 cos�+ l sin�) == mg sin� �(r0 + l sin�)2 + l2(1� cos�)2� 32UR(r0 cos�+ l sin�) = 5;6 � 10�9 C :3 body
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5.a) Za daných pøedpokladù jsou obì ramena O1P1 a O2P2 namáhána stejnì. Mù¾emeje teoreticky nahradit jediným ramenem spojujícím støed úseèky O1O2 a tì¾i¹tìkabiny s èlovìkem a pohyb obsazené kabiny vy¹etøovat jako pohyb hmotného boduo hmotnosti m, na který pùsobí dvì síly { tíhová síla FG a reakce ramene R(obr. R10, R11). Jejich výslednice F udìluje kabinì zrychlenía = Fm = FG + Rm :Teèná slo¾ka výslednice, která je souèasnì teènou slo¾kou tíhové síly Ft = F1,udìluje kabinì teèné zrychlení atat = F1m = mg sin'm = g sin' :Pro 0 < ' < 180� je teèné zrychlení kladné a rychlost kabiny se zvìt¹uje, pro180� < ' < 360� je teèné zrychlení záporné a rychlost kabiny se zmen¹uje.Normálová slo¾ka výslednice, která je vektorovým souètem slo¾ky F2 tíhové síly vesmìru polomìru a reakce ramene R, udìluje kabinì dostøedivé zrychlení an o veli-kosti v2=r. Rychlost kabiny urèíme u¾itím zákona zachování mechanické energie:mgh = mgr(1� cos') = 12mv2 ) v2 = 2gr(1� cos') :Pak an = v2r = 2g(1� cos') :Zvolme vzta¾nou soustavu podle obr. R11. Celkové zrychlení kabiny je vektora = at + an = (at cos'� an sin'; at sin'+ an cos') == g(3 sin' cos'� 2 sin'; 1 + 2 cos'� 3 cos2 ') :Pro velikost a smìr celkového zrychlení platía =pa2t + a2n = gp5� 8 cos'+ 3 cos2 ' ;� = '+ arctganat = '+ arctg 2(1� cos')sin' ;kde � je mìøeno od osy x s orientací úhlu '. 3 body
' 'h FF1 = FtFGF2 Fn

R
' ' �a atanyO x

Obr. R10 Obr. R1111



b) Platí Fn = F2 + R ) R = Fn � F2 : Orientace slo¾ky F2 a reakce R vzhledemke støedu trajektorie se bìhem pohybu mìní, stále v¹ak platíjRj = jman �mg cos'j = mgj2� 3 cos'j :Reakce ramene je nulová a rameno tedy není namáháno v okam¾iku, kdycos' = 23 ; tedy pro úhly '1 = 48;2� ; '2 = 311;8� :Jestli¾e 2� 3 cos' < 0, tj. pro 0 � ' < '1 a pro '2 < ' � 360�, smìøuje reakceramene od støedu a rameno je namáháno tlakem. Jestli¾e 2� 3 cos' > 0, tj. pro'1 < ' < '2, smìøuje reakce ramene do støedu a rameno je namáháno tahem.3 bodyc) V neinerciální vzta¾né soustavì spojené s kabinou pùsobí na èlovìka o hmotnostim0 výslednice Fc tíhové síly F0G a setrvaèné síly Fs (obr. R12). PlatíFc = F0G + Fs = m0(g� a) = m0 �g� FG + Rm � = �m0m R :Výsledná síla Fc má tedy v ka¾dém okam¾iku opaèný smìr ne¾ reakce, kteroupùsobí rameno na kabinu a velikost Fc = m0gj2� 3 cos'j. Závislost výsledné sílypùsobící na èlovìka v kabinì na úhlu ' je patrná z obr. R13:� Pro ' = 0 je Fc = m0g.� Pro 0 � ' < '1 a pro '2 < ' � 360� výsledná síla smìøuje do støedutrajektorie.� Pro ' = '1 a pro ' = '2 nastává beztí¾ný stav.� Pro '1 < ' < '2 výsledná síla smìøuje od støedu trajektorie. Nejvìt¹í velikostmá pro ' = 180�, kdy Fc = 5m0g. 4 body
�Fs=�m0a
FGFc y0
O0 x0 '1'2
Obr. R12 Obr. R1312



7.a) Vyjdeme ze zákonù zachování relativistické hybnosti a relativistické energiepK = pp+ + pp0; EK = Ep+ +Ep0 : (1)V soustavì, ve které je rozpadající se mezon K+ v klidu, platí pK = 0 a energiemezonu K+ je rovna klidové energii EK = mKc2. Oba zákony lze proto pøepsat dotvaru �pp+ = pp0 ; (2)mKc2 �Ep+ = Ep0 : (3)2 bodyVynásobíme-li rovnici (2) rychlostí svìtla c a umocníme obì rovnice na druhou,dostáváme c2p2p+ = c2p2p0 ; (4)mK2c4 � 2mKc2Ep+ +E2p+ = E2p0 : (5)Odeètení první rovnice (4) od (5) vede ke vztahumK2c4 � 2mKc2Ep+ +E2p+ � c2p2p+| {z }m2p+c4 = E2p0 � c2p2p0| {z }m2p0c4 :Vyjádøíme-li z poslední rovnice Ep+, vycházíEp+ = c2 mK2 +mp+2 �mp022mK : (6)Odeètením klidové energie pak získáme kinetickou energii mezonuTp+ = Ep+ �mp+c2 = c2 mK2 +mp+2 �mp02 � 2mKmp+2mK := 110;5MeV :Velikost vp+ rychlosti mezonu najdeme z jeho celkové energie Ep+, nebo» platíEp+ = mp+c2r1� v2p+c2 :Vyjádøíme-li vp+ a dosadíme-li za Ep+ z (6), dostávámevp+ = cs1��mp+c2Ep+ �2 = cs1�� 2mKmp+mK2 +mp+2 �mp02�2 := 0;83 c :13



Èíselnì vp+ := 2;49 � 108m � s�1. Vzhledem k symetrii rovnic (1) odvodíme dal¹ívztahy zámìnou indexù.Tp0 = c2 mK2 +mp02 �mp+2 � 2mKmp02mK := 112;6MeV ;vp0 = cs1�� 2mKmp0mK2 +mp02 �mp+2�2 := 0;84 c :Èíselnì vp0 := 2;51 � 108m � s�1. 4 bodyb) Po rozpadu mezonu K+ pokraèuje tì¾i¹tì soustavy p+ , p0 v pohybu, který pøedrozpadem konal mezon K+. Vzta¾nou soustavu Oxyz, ve které byl mezon v klidu, avzta¾nou soustavu O0x0y0z0 v laboratoøi volíme podle obr. R14, který je nakreslenz hlediska pozorovatele v laboratoøi.
Obr. R14 v 0p0 v 0p+v 0K x � x0y0 y

zz0 O0 O(K+) p+p0Podle relativistického zákona skládání rychlostí musí platitv0p+ = vp+ + v0K1 + vp+v0Kc2 :Pro v0K tak dostávámev0K = v0p+ � vp+1� v0p+vp+c2 := 0;0687 c := 2;06 � 107 m � s�1 :Pro celkovou energii E0K mezonu K+ ve vzta¾né soustavì spojené s laboratoøí pakvychází E0K = mKc2r1� v02Kc2 := 498;9MeV : 4 body14


