Reseni dloh 1. kola 46. ro¢niku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autofi tloh: L. Richterek (1,7), P. Sedivy (3,4,6), M. Jarefova (2), J. Jirt (5)
Kone¢na tprava P. Sedivy

Na obr. R1 je M poloha mravence v ¢ase t: Z podobnosti trojihelniki M NB a
AOB plyne

—|NB| = —‘OB| neboli vi—z _ vt = r=ot— 24

|[MB| ~ |ABJ’ ut L B L
Dostali jsme kvadratickou funkci v proménné ¢ se zdpornym koeficientem u kvad-
ratického ¢lenu, ktera je rovna nule pro ¢t =0 a prot = L/u. V ¢ase t =t = %

tedy dosdhne maxima

Tento vysledek vyhovuje tiloze, pokud ¢ < L/v. Jestlize t1>L/v, tj. u<wv/2,
vzdaluje se mravenec od stény po celou dobu pohybu tyée a v ¢ase t = L/v dosdhne
maximalni vzdéilenosti od stény

L w L? u
max =V— — — - —=L[1——].
Tma s L 2 ( v>

3 body
Z podobnosti trojihelniki MNB a AOB déle plyne
|[MN|  |AO| .y L? — p2¢2 ut ; ;
R boli <L =Y— _ " = —+/ L2 —v2t2.
MB| — [AB]” "% w L - VT v

Dostali jsme funkei, kterd je v ¢ase ¢ =0 a v ¢ase ¢t = L/v nulova. V intervalu
(0,L/v) je spojitd a kladnd. Maxima dosahuje , kdyZ
dy u L? — 202

at ~ L L2—v2t2: ’

tj. v Case t =ty = L Maximum m4 hodnotu

vV/2

ulL L? u
max = ———=4 [ L2 —v2— = L—.
Yma Luv?2 v 202 2v

Tento vysledek vyhovuje tloze, pokud ¢2 <L/u, tj. u<vV2. Jestlize u>vv/2,
stoupa mravenec po celou dobu lezeni a na konci tyce dosahne vysky

ul ) L? v2
Ymax = — Lz—v2—2:L\/1——2.
u u

ul
3 body



Pro vzdalenost mravence od podlahové listy plati 7> = 22 + 32, tj.

2 2
t 2uv?
ﬂ;(vt—%t?) +<%\/L2—1)2t2> = (u® + %) — 72“ £, Q)

pfiemz t<L/u A t<L/v. Dostali jsme kubickou funkci, jejiz extrém vySetfime
pomoci jejich derivaci:

d(r?) 2 9 6uv’t? d?(r?) s oy 12uv’t
=2 t— =2 - .
T ot - T SR g ) - 2
2 2
Prvni derivace funkce (1) je rovna nule pro t =0 a prot = % Druha
2 2 2 2
derivace je pro t < L(ui—};v) kladné, pro t > L(ui—}—;)) zéporné. Funkce (1)
6uv 6uv
2 2
tedy dosahuje pro ¢t = 0 lokalnitho minima a pro ¢t =t3 = % lokalniho
maxima
2 213 2 2 2 2
2 s (u” +v7) w4+ v: [ut+ow
max) = L"——5—F— ted max = L————1/ —— 2
(rma) 27utv* e fma 3uv® 3 @

Tento vysledek vyhovuje tloze, pokud ¢35 < L/v, tj.

2
w40 —3uw <0 = (%) —3%+1<0,

0,382 =

3_2‘/5 v 3+\/5£2,62.

< =<
v 2
Soucasné musi platit t3 < L/u, tj.
W4l <3, = u<ov2=141v.
Platnost vysledku (2) je tedy omezena podminkou

3-V5

2 <u<v\/§.

v

Pro u < v% leze mravenec pomalu, jeho vzdélenost od listy se béhem

pohybu tyce stale zvétiuje a v ¢ase ¢t = L/v dosdhne maxima

s o L 2uL® . w)’ u
2 2 2 2
Trax = (W~ +v )U—Q— L =L 1—5 , Tmax =1L = | = Tmax.




Pro u > vv/2 leze mravenec rychle, jeho vzdalenost od listy se béhem jeho pohybu
po ty¢i stéle zvétSuje a v ¢ase ¢ = L/u dosdhne maxima

L’ 2uw’L? v? v’
2 2 2 2
7"max:(u +U)?_ ’u,3L =L 1_F 5 rmax:L 1_E:ymax~

4 body

Alternativni 7edeni tlohy b)
Vyjdeme z obr. R2: Z podobnosti trojihelniki M NB a OPB plyne
Y

|[MN| |OP] . _H -
W—m, neboli E—E = y—HE,
kde H je vzdalenost tyce od podlahové listy. V rovnoramenném trojihelniku OSB
(S je stfed tyce) je H vySkou na rameno. Maximalni velikost Hmax = L/2 mé
v okamziku, kdy je ty¢ sklonéna o 45° a trojihelnik OSB je pravothly. V tomto
okamziku je

U

% .

Popsana situace musi ovSem nastat nejpozdéji v okamziku, kdy mravenec doleze
na konec tyce, tj. L/u > L/(vV2), u < vv/2. V opaéném piipadé bude mravenec
nejvyse v okamziku, kdy dorazi na konec tyce a

2
L 2
ymax:\/L2_’U<Z> :L\/]-_U_Q
u

u
Y = Ymax = Hpax— =
v

Y Y
A A
S
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|
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Obr. R1 Obr. R2



2.a) Pocatek vztazné soustavy zvolime na vrcholu pyramidy, osu x kolmo k podstavné
hrané, kladnou poloosu y svisle vzhiru. Jedna se o vrh Sikmy vzhiru s poéateéni
rychlosti vy a eleva¢nim thlem «. Plati:

r = votcos o, yzvotsina—%gt2.

Po vylouceni ¢ a ipravé pomoci vztahu 12 =1+tg’a dostaneme
cos” a

2 2 2

gr 2 gz gz 2
=ztga—=—(1+tg'a)=—-">"=5+zrtga— =—tg a. 1
Y g 2v3( g ) 207 g 207 '8 (1)

Soufadnice bodu dopadu na pobo¢né sténé spliiuji podminku y = —ztg g, kde 3
je tihel sklonu pobo&né stény pyramidy, tg 8 = v/2. Dosazenim do (1) a Gpravou
dostaneme rovnici
22
tg a—mtga+2——mtgﬂ—0 (2)
0 vo 2 body

Z této kvadratické rovnice pro tga muzeme vypocitat ke zvolené soufadnici x
bodu dopadu pfislusny elevacni thel vrhu.

gm
208

+ ‘ gt 2

tga:x \/_ D:mz——gf +7g$ ‘8 /3 (3)
95'3 Vo Uo
Uo

Pro nejvzdalenéjsi bod dopadu ma rovnice jediné feSeni a diskriminant rovnice je
roven nule:

2.2

29zt .

D=m2<1—%+L2gﬁ>=0, pfiemz z #0,
Vo Vo

29t 49’ t
gtelB , |49 gﬁ

4
v vy
T = 0 27 0 tgﬁ:l:\/tg B8+1)
v
Vo

Uloze vyhovuje kladny koten

oot (tgﬁ+\/tg 3+ ) Y (/3 4+v/3) = 72,2 m. (4)

Pfitom podle (3)

z+0 vd
toa =212 _ Y% _ =v3-v2=0,31784, a=17,6°. 5
g ga’ gr \/_ V3 ®)
2
)

Ptfi dané velikosti pocateéni rychlosti muZeme dohodit nejdal do vzdélenosti
x/cos B = zv/3 = 125 m od vrcholu pyramidy, zvolime-li elevaéni tihel 17,6°.
3 body



Stied podstavné hrany pyramidy ma soutadnici z = h/v/2. Vysledek (5) neza-
visi na velikosti poc¢atecni rychlosti. Proto i stfed podstavné hrany zasahneme
s nejmensi pocatecni rychlosti vrhu pfi eleva¢énim thlu uréeném v tkolu a). Podle

(4) pak

h _ Vomin I gh _an (V6
N A (V2 +V3), omln—ﬁ(ﬁ+\/§)_gh<2 1),

Vomin = { [ gh <§ — 1) =180m-s™'.

2 body

Vztaznou soustavu zménime tak, Zze osa z bude mit smér dhlopticky podstavy.
Dosadime-li do rovnice (1) soufadnice bodu dopadu [h, —h], dostaneme po Gpravé
kvadratickou rovnici pro tga s parametrem v

h’ h’ h h
g—2tg2¢3z—h’cgt)z—}—‘q—2 —h=h ‘q—thQoz—tgoH-g—2 —-1] =0,
2vp 2vg 2vg 2vp

212
Ztoho  tga= 1£vD . D=1+29_ 9" \iniméaIni velikost rychlosti
ﬂ Vo Vo
vo
je takova, pro kterou ma rovnice jediné feSeni, tj.
D=0 = vé+2ghv§—92h2=0,
— 2gh + \/49%h? + 49%h?
o= g I gh(—1+V7).
Uloze vyhovuje koren
Vgmin = gh(vV2 = 1), Vomin = \/gh(V2 —1)=244m-s '.
— 1+ 0 — Ugmin _ _ _ o
Pak tga——gh =~ =v2-1, a=225°.
2
Uomin

3 body

Trajektorie vrhi, které jsou feSenim tlohy, jsou v méfitku 1:5000 nakresleny na
obr. R3 a R4.



Obr. R3 Obr. R4
Alternativni fedeni tkoli a) a c) uZitim diferencidlniho poctu
a) Rovnici (2) upravime na tvar:

290 +tga)
202

(1+tg’ @)

—m(tga+tgﬁ):x<mg 5 —tga—tgﬁ):O.
2’(}0

Kofen x = 0 je soufadnice poc¢atku vrhu, bod dopadu ma soufadnici

_ 2v§(tga+tgﬂ)
T Tyl +tga) (©)

Provedenim substituca tga = z dostaneme vztah

_ w2 z+tgf

= 7
¢ 14227 Q

ktery zderivujeme a derivaci poloZime rovnu nule:

dz _ 205 142" —(2+1tgB)2z _ 2u3 1—2ztgﬂ—22_0 (®)
dz - 9 (1+22)2 - 9 (1+22)2 - Y

Z toho

—2tgB x4/ 4tg’> B+ 4
242tgf-1=0, 2= 8/ X BT et i@ Bl

Uloze vyhovuje kofen z; =tga = —tg 3+ 1/tg2 3+ 1 = v/3 — v/2. Druhy kofen
22 = —/2—1/3 nevyhovuje rovnici (6), nebot vyraz na pravé strané by byl zdporny.
Funkce (7) je kladnd v intervalu (—tg /3, 0c). V bodé —tg S je rovna nule a také
limita pro z — oo je rovna 0. Proto v bodé& z; dosahuje maxima. Podle (6)

w23 _a
e I Y (VB-V2)? 9 6-26 g(\/g-i_ﬁ)'



c)

Do rovnice (1) dosadime soufadnice bodu dopadu [h, —h] a dostaneme rovnici

2
—h:htga—%(utg?a), (9)
2’00

ze které vyjadiime v2 jako funkci tga. Provedeme substituci tga = z, vyraz
zderivujeme podle z a derivaci poloZzime rovnu nule:

2 gh 1+tg2a_@ 1+ 2°

T Trtga 2 14z (10)
d(vg):@.Qz(l—}—z)—l—z?:ﬂ_z2+2z—120 (11)
dz 2 (14 2)? 2 (14 2)? '

22 4+2:-1=0, zz#gz—l:t\/g.
Uloze vyhovuje kofen z; = tga = v/2 — 1. Druhy kofen zs = —/2 — 1 nevyhovuje

rovnici (10), nebot vyraz na pravé strané by byl zadporny. Funkce (10) je kladna
v intervalu (—1,00). V bodech —1 a co mé nevlastni limitu co. Proto v bodé z;
dosahuje v§ minima. Dosazenim do (10) dostaneme

Ugmin: %%:gh(ﬁ_l)

Zvolme vztaZnou soustavu spojenou s rotujici nddobou. Plsobenim tfecich sil se
voda v nddobé uvede do otacivého pohybu, jehoz thlova rychlost je stejnd jako
thlova rychlost nadoby. Hladina vody zaujme tvar rota¢ni plochy. Jeji merididn
mad rovnici y = y(z), kde z je vzdalenost od osy otaceni. V kazdém bodu hladiny
je te¢na rovina kolmé na vyslednici tihové a setrvacné odstredivé sily, které zde
piisobi na ¢4stici (obr. R5). S vodorovnou rovinou svira tihel a, pro ktery plati
dy  dmuw’z w_2:13

tga:ﬂ_ dmg g

Integraci dostaneme
2 2
w e w5
/ g 29
Hladina zaujme tvar rota¢niho paraboloidu. Integra¢ni konstanta C' = y(0) udava

polohu vrcholu paraboloidu na ose.
2 body
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Obr. R7 Obr. R8

V dalsim feSeni pouZijeme pomocnou vétu, kterou si jisté sami snadno odvodite:
Objem rota¢niho paraboloidu o vysce v a poloméru R (obr. R5) je

_ mR%
V= 5
b, ¢) Pokud plati f < fi, nastane situace podle obr. R6. Ze vztahu (1) odvodime
_ _ W’R? _ W’R?
h—y(R)—T+C, h—C—T,

a vyjadrime objem kapaliny
2 p2
V = Rho = tR’h — 1R’ (h — C) = tR*h %n}#% :

Po tpravé dostaneme
w’R> H 1°R’

h=h == %, 2

o+ 4 1t 7 (2)

Zavislost vysky okraje hladiny na frekvenci je kvadraticka. 2 body
Hladina se dotkne dna, jestlize C = 0. V takovém pfipadé

g2 = Lope o H o VoH
V—ﬂRh0—§ﬂRh, h—2h0—7, f_fl_ﬁ

2 body



d, e) Pro fi < f < f» nastane situace podle obr. R7 a integra¢ni konstanta C je zdporn4.
Pro vétsi prehlednost ozna¢me —C = D. Hladina protind rovinu dna v kruZnici
o poloméru xp. Plati

2.2 2 p2

. 29D

w2m _D, h-l-DZWR mé:g
g

29 ) wQ 3

Yy =

V = tRhg :nR%—( 5 >

4,2 2 p2 2
Y o L +l§<w2§ —h> _ 19y

4g w
h:2nR,/@f:nR\/Ef. (3)
g g

Vygka okraje hladiny je pfimo tmérnd frekvenci. Horni podstavy valce dosdhne

pfi frekvenci
VvgH
VIIZ _y fi.

TR*(h+ D) mc%D)

2= TR
2 body
f) Graf zdvislosti vysky okraje hladiny na frekvenci sestrojeny na zakladé vztahi (2)
a (3) je na obr. R8. 2 body

4.a) Vyjdeme z obr. R9. Vzdélenost stfedu kuli¢ky od stfedu koule je

r= \/(ro +Ilsina)? +1%2(1 — cos a)?.
Spojnice obou stfedi je odchylena od vodorovného sméru o thel 3, pficemz

cosﬁ:m-‘_isma, sinﬁ:l(l—cosa).
r

Vldkno kyvadélka je napinano silou, kterd je rovna vyslednici F tihové sily Fg a
elektrostatické sily F., které ptsobi na kulicku. Velikosti sil vypocitdme uzitim
sinové véty:

Fe sin sin o sin o

Fo  sin(90°+8—a) cos(a—fB) cosacosfB+sinasing’

P mgsin « _ mgrsin a _
¢ cosa(re +Isina) n Isina(l —cosa)  rocosa+lsina

r r

mgsina+/(rg + Ilsina)? + 12(1 — cos a)?
_ mygsinay/(ro )+ P 4107 N,
rocosa + [sina




F  sin(90°-08) cosf cos 3

Fe = sin(90°+B8—a) cos(a—B) cosacosf+sinasing’

mgro + lsin o
F= T = mylrotlsina) _ o g1
cosa(rg + lsin ) + Isina(l —cosa) rocosa+ lsina
r r
5 bodu
Obr. R9
b) Pro potencidl ¢ koule plati
p=U= @ Z toho  Q=4neoRU =4,9-10"% C.
dneoR ’

2 body

c) ZDb) plyne 47?60 = UR. Naboj na kuli¢ce kyvadélka uré¢ime z Coulombova zdkona:
ho L Qu_UR
dneg  r? r2
_ F.r? _ mgr3 sin o _
1=TrR = UR(rocosa +lsina)
3
mgsina ((ro + Isina)? +12(1 — cosa)?) 2
=9 ((ro ) .( ’) =56-10"°C.
UR(rocosa + Isin a)
3 body

10



5.a) Za danych pfedpokladi jsou ob& ramena O1 P1 a O2 P> namahana stejné. M{izeme
kabiny s ¢lovékem a pohyb obsazené kabiny vySetfovat jako pohyb hmotného bodu
o hmotnosti m, na ktery pusobi dvé sily — tihova sila Fg a reakce ramene R
(obr. R10, R11). Jejich vyslednice F udéluje kabiné zrychleni

F Fz+R

m_  m

Tec¢né slozka vyslednice, kterd je soucasné tecnou slozkou tihové sily F, = Fi,

udéluje kabiné te¢né zrychleni a;

_Fy _ mgsingp .
ag = — = m =gsing.

Pro 0 < ¢ < 180° je te¢né zrychleni kladné a rychlost kabiny se zvétsuje, pro
180° < ¢ < 360° je te¢né zrychleni zdporné a rychlost kabiny se zmenguje.

Normalova slozka vyslednice, kterd je vektorovym souctem slozky F> tithové sily ve
sméru poloméru a reakce ramene R, udéluje kabiné dostfedivé zrychleni a, o veli-
kosti v?/r. Rychlost kabiny uréime uZitim zdkona zachovani mechanické energie:

2

mgh = mgr(l — cosp) = %mv = 0% =2gr(1 —cosy).

2
v

Pak an= - = 2g(1 — cos ).

Zvolme vztaznou soustavu podle obr. R11. Celkové zrychleni kabiny je vektor
a=a; + a, = (a; coSp — an sin @, as sin ¢ + an cos p) =

= g(3sinpcos g — 2sin g, 1 + 2cos ¢ — 3cos” ) .
Pro velikost a smér celkového zrychleni plati

a=1+/a2+ a2 =g\/5 —8cosg +3cos ¢,

an 2(1 — cosp)
a=yp+ arctga—t =p+ arcthLp

3

kde o je méfeno od osy z s orientaci ahlu . 3 body

Obr. R10 Obr. R11
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Plati F,=F,+ R = R= F, — F>. Orientace slozky F> a reakce R vzhledem
ke stfedu trajektorie se béhem pohybu méni, stile vSak plati
|R| = |man — mgcos p| = mg|2 — 3cos | .

Reakce ramene je nulovd a rameno tedy neni namdhano v okamziku, kdy
cosp = % , tedy pro ihly ¢ =48,2°, ¢» =311,8°.

Jestlize 2—3cosp <0, tj. pro 0 < ¢ < p1 apro g2 < p < 360°, sméfuje reakce

ramene od stfedu a rameno je namédhano tlakem. Jestlize 2 —3cos¢ > 0, tj. pro

p1 < ¢ < 2, sméfuje reakce ramene do stfedu a rameno je namahano tahem.
3 body

V neinercidlni vztazné soustavé spojené s kabinou pisobi na ¢lovéka o hmotnosti
m' vyslednice F. tthové sily F, a setrva¢né sily F; (obr. R12). Plat{

_FG+R)
m

i
F.=F;+F.=m'(g—a) =m' (g :—%R.

Vyslednd sila F. mé tedy v kazdém okamziku opa¢ny smér nez reakce, kterou
ptisobi rameno na kabinu a velikost F. = m’g|2 — 3 cos p|. Zavislost vysledné sily
ptisobici na ¢lovéka v kabiné na thlu ¢ je patrna z obr. R13:
eProp=0je F.=m'g.
ePro 0 < ¢ < 1 apro g2 < ¢ < 360° vyslednd sila sméfuje do stiedu
trajektorie.
e Pro ¢ = ¢1 a pro ¢ = @2 nastava beztizny stav.

e Pro g1 < ¢ < 2 vysledna sila sméfuje od stfedu trajektorie. Nejvétsi velikost
m4 pro ¢ = 180°, kdy F. = 5m/g. 4 body

Obr. R12 Obr. R13

12



7.a) Vyjdeme ze zékoni zachovani relativistické hybnosti a relativistické energie
Py = Pry + Pro, Ex = Eny + Ero . (1)

V soustavé, ve které je rozpadajici se mezon K* v klidu, plati px = 0 a energie
mezonu KT je rovna klidové energii Ex = mxc?. Oba zakony lze proto piepsat do

tvaru
_anr = pno ) (2)
mK(22 — En+ = EKO . (3)
2 body
Vynésobime-li rovnici (2) rychlosti svétla ¢ a umocnime obé rovnice na druhou,
dostavame
C2P;2:+ = C2P;2:0 ) (4)
2 4 2 2 _ 2
mg ¢ —2mgc Ery + Er, = Eg. (5)

Odecteni prvni rovnice (4) od (5) vede ke vztahu

2 4 2 2 2 2 2 2 2
mg-c —2myxc Ery + B, — ¢ pry = Ery — ¢ pro -
N N S

2 4 2 4
MyyC MyoC

Vyjadiime-li z posledni rovnice Er;, vychazi

2 2 2
2 Mg~ + Mpy” — Mpo
2mx

En+:C

Odectenim klidové energie pak ziskame kinetickou energii mezonu

2 2 2
— -2 .
Try = Bny — mnyc® =¢° M T My 2::“0 MxMat - 110,5 MeV .
K

Velikost vr4 rychlosti mezonu najdeme z jeho celkové energie Er., nebot plati

2
M4 C
En+ = 7
2
Vny
-5
C

Vyjédiime-li vr4+ a dosadime-li za Ex. z (6), dostdvame

MryC ? 2mxm ?
vy =cq /1= [ =) =c4f1-— Uit =0,83c.
. (=) (e




Ciselng vry = 2,49 - 103 m - s7!. Vzhledem k symetrii rovnic (1) odvodime dalsi
vztahy zdménou index.

T, = mic? + Mo —QTHT:+2 — 2mg Mo = 112,6 MeV,
mx

2
2 :
vro=cq[1— [ —5—xm ) Zo84c.
Mk~ + Mgpo” — Mny

Ciseln& vro = 2,51-108m - s~ ",

4 body

Po rozpadu mezonu KT pokracuje t&#isté soustavy n , n° v pohybu, ktery pred
rozpadem konal mezon K*. Vztaznou soustavu Ozyz, ve které byl mezon v klidu, a
vztaznou soustavu O'z'y’z’ v laboratofi volime podle obr. R14, ktery je nakreslen

z hlediska pozorovatele v laboratofi.

" / (KT) nt S oz=a
1
Obr. R14 z Y

Podle relativistického zdkona sklddani rychlosti musi platit

!
ol = Uny + Uk
~* Uny Uk
1+ —5
c
Pro vy tak dostavame
!
Uny — Unt . 7 -1
g = —F " 2 0,0687¢=2,06-10"m-s .
1— Un4Un+
c

Pro celkovou energii Ej mezonu Kt ve vztazné soustavé spojené s laborato¥i pak
vychézi
mK02

Ey = ——— =498,9MeV.

!
Uk
1 - X
2

4 body
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