
Øe¹ení úloh 1. kola 48. roèníku fyzikální olympiády. Kategorie CAutoøi úloh: J. Jírù (2, 4), L. Richterek (5, 7) a P. ©edivý (1, 3, 6)1.a) Z kinematických zákonù ¹ikmého vrhux = v0t cos�0 ; y = h0 + v0t sin�0 � 12gt2 ;kde �0 je elevaèní úhel vrhu, plyneL = v0T cos�0 ; 0 = h0 + v0T sin�0 � 12gT 2 :Z toho v0 cos�0 = LT ; (1)v0 sin�0 = 12gT 2 � h0T : (2)Vydìlením obou rovnic dostanemetg�0 = 12gT 2 � h0L = 0;7662 ; �0 = 37;5� :Umocníme-li obì rovnice na druhou a seèteme, dostanemev20 = L2 +�12gT 2 � h0�2T 2 ; v0 = sL2 +�12gT 2 � h0�2T = 13;6 m � s�1 :3 bodyRychlost dopadu v1 má souøadnicev1x = v0x = v0 cos�0 = LT ; (3)v1y = v0 sin�0 � gT = � h0 � 12gT 2T : (4)Z toho tg�1 = � 12gT 2 � h0L = �0;9613 ; �1 = �43;9� ;v1 = sL2 +�12gT 2 + h0�2T = 15;0 m � s�1 : 2 body1



b) Nejvy¹¹ího bodu trajektorie, kde platí vy = 0, dosáhne koule v èaseT2 = v0 sin�0g = 12gT 2 � h0gT :Vý¹ka výstupu jeH = h0 + v0 sin�0 � T2 � 12gT 22 = h0 + v20 sin2 �02g == h0 + �12gT 2 � h0�22T 2g = 5;5 m :3 bodyc) Na poèátku vrhu má koule kinetickou energiiEk0 = 12mv20 = mL2 +�12gT 2 � h0�22T 2 = 671 J ;Pøi dopadu má kinetickou energiiEk1 = 12mv21 = mL2 +�12gT 2 + h0�22T 2 = 813 J :Snadno se pøesvìdèíme, ¾eEk1 �Ek0 = mgh0 = 142 J : 2 body2.a) Hmotnost prostøední koule je m2 = % � 43pr32 = % � 43p(kr1)3.Jeliko¾ m1 = % � 43pr31 , platí m2 = k3m1.Podobnì hmotnost nejmen¹í koule je m3 = k3m2 = k6m1.K postavení snìhuláka je nutné zvednout prostøední kouli o vý¹ku 2r1 anejmen¹í kouli o vý¹ku 2r1 + 2r2. Hledaná práce tedy jeW = m2g � 2r1 +m3g � (2r1 + 2r2) :Po dosazení: W = k3m1g � 2r1 + k6m1g � (2r1 + 2kr1) :Po úpravì dostanemeW = 2(k3 + k6 + k7)m1gr1 :Èíselnì vychází W = 1;47m1gr1 : 5 bodùb) Zvolme soustavu souøadnic tak, aby osa soumìrnosti snìhuláka byla toto¾náse svislou osou z a poèátek se nacházel v nejni¾¹ím bodì snìhuláka. Na této2



ose le¾í tì¾i¹tì snìhuláka. Dále zvolme za osu otáèení vodorovnou pøímkuprocházející poèátkem. Podle momentové vìty pak platí:(m1 +m2 +m3)gzT = m1gr1 +m2g(2r1 + r2) +m3g(2r1 + 2r2 + r3) :Po dosazení:(m1 + k3m1 + k6m1)gzT == m1gr1 + k3m1g(2r1 + kr1) + k6m1g(2r1 + 2kr1 + k2r1) :Po úpravì dostanemezT = 1 + 2k3 + k4 + 2k6 + 2k7 + k81 + k3 + k6 r1 :Èíselnì vychází zT = 1;80r1. 5 bodù3.a) Síly pùsobící na jednotlivé ¹rouby jsou v rovnováze. Jejich gra�ckým slo-¾ením postupnì dostaneme uzavøené obrazce, ze kterých odvodíme vztahypotøebné pro výpoèty (obr. R1). (Pùsobi¹tì sil jsou ve ¹roubech, i kdy¾v obrázku jsou tlakové síly znázornìny jinak.)
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Obr. R1Síly pùsobící bodì E tvoøí rovnostranný trojúhelník. Platí tedyF1 = F2 = FG :3



Síla F1 je tahová, síla F2 je tlaková. 2 bodySíly pùsobící bodì C tvoøí pravoúhlý trojúhelník. PlatíF3 = F1 sin 30� = 0;5FG ; F4 = F1 cos 30� = FGp32 :Síla F3 je tlaková, síla F4 je tahová. 2 bodySíly pùsobící bodì D tvoøí ètyøúhelník. PlatíF5 = (F2 sin 30� + F3)p2 = FGp2 ;F6 = F2 cos 30� + (F2 sin 30� + F3) tg 45� = FG�1 + p32 � :Síla F5 je tahová, síla F6 je tlaková. 2 bodySíly pùsobící bodì A tvoøí trojúhelník, který mù¾eme doplnit na trojúhelníkpravoúhlý. Síla F7 svírá s vodorovným smìrem úhel ', pro který platítg' = F5=p2F5=p2 + F4 = 11 + p32 ' = 28;19� :Síla F7 je tahová a má velikostF7 = F5=p2sin' = FGsin' = 2;12FG : 2 bodyV bodì B pùsobí na ¹roub jen 2 síly, které musí mít podle principu akce areakce stejnou velikost a opaèný smìr. Je to síla �F6 od tyèe a síla F6 odstìny. Obì síly jsou tlakové. 1 bodb) Z výsledkù úlohy a) je zøejmé, ¾e tyèe AC, CE a AD jsou namáhány tahema tyèe BD a DE jsou namáhány tlakem. 1 bod4.a) Podle pøedpokladu platí: Wmax = mag0 �R = 62;57 MJ.Gravitaèní zrychlení je nepøímo úmìrné 2. mocninì vzdálenosti od støeduZemì, proto ve vý¹ce R nad zemským povrchem je gravitaèní zrychlení 4krátmen¹í ne¾ pøi zemském povrchu. Pro práci platí: Wmin = mag(R) � R == 15;64 MJ. 2 bodyb) Jeliko¾ gravitaèní zrychlení klesá s 2. mocninou vzdálenosti od støedu Zemì,je zrychlení ve vzdálenosti r od støedu Zemì urèeno vzorcem:4



ag(r) = �Rr �2ag0 :Práci na pøíslu¹ném úseku urèíme podle vzorce�W = mag(r) � R10 ;kde ag(r) je velikost gravitaèního zrychlení v nejni¾¹ím bodì úseku (výpoèet�Wmax), v nejvy¹¹ím bodì úseku (výpoèet �Wmin) a nakonec prùmìr obouhodnot (výpoèet �W ). Výsledky udává tabulka:
U� ��5 � ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� �
D J�U ����P�V�� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
∆:PD[���0- �� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����
∆:PLQ���0- �� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����
∆: ���0- �� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

ΣPou¾ité zpùsoby výpoètu vedou pøi výpoètu celkové práce k hodnotámWmax(10) = 33;72 MJ ; Wmin(10) = 29;03 MJ ;W (10) = Wmax(10) +Wmin(10)2 = 31;38 MJ : 5 bodùc) Pøi rozdìlení dráhy na 20, 50 a 100 stejných dílù dává numerický výpoèetcelkové práce tøemi uvedenými zpùsoby výsledky:i Wmax(i) Wmin(i) W (i)20 32,48 30,13 31,3150 31,76 30,82 31,29100 31,52 31,05 31,29Horní a dolní hranice celkové práce se s rostoucím þzjemòovánímÿ dìleník sobì pøibli¾ují a pøesnost výpoètu se zvìt¹uje. Nejpomaleji se mìní hod-notaW (i), která se zøejmì nejvíce pøibli¾uje k pøesné hodnotì celkové práce.3 bodyPoznámka: Pøesný výsledek lze získat integrálním poètem:W = 2RRR mag0�Rr �2 dr = 12mag0R :Po zaokrouhlení na 4 platné èíslice vychází 31,28 MJ.
5



5.a) Hmotnost vody, která se odpaøí bìhem 24 hodin, jej�mj = % � pD24 � j�vj = NMmNA = N1TMmNA ;kde % je hustota vody, j�vj je úbytek vý¹ky hladiny v nádobì,Mm je molárníhmotnost vody, NA je Avogadrova konstanta, T je doba odpaøování, N jecelkový poèet odpaøených molekul a N1 je poèet molekul odpaøených za1 sekundu. Z tohoN1 = %pD2j�vjNA4TMm = 7;4 � 1018 s�1 : 5 bodùb) Zabírá-li ka¾dá molekula vody objem krychlièky o hranì a, platí pro molárníhmotnost vody Mm = %NAa3. Odtuda = 3rMm%NA = 3;1 � 10�10 m :Jedna vrstva molekul vý¹ky a se odpaøí ze dobut1 = aj�vjT = 3rMm%NA � Tj�vj = 5;4 � 10�3 s : 5 bodù7.a) Oznaème v1 souøadnici rychlosti v1 prázdného vagonu bezprostøední pøedsrá¾kou a u1, u2 souøadnice vektorù u1 a u2. Ze zákona zachování hybnostia ze zákona zachování energie plyne:12mv2 +mgh = 12mv21 ) v1 =pv2 + 2gh ; (1)mv1 = mu1 +Mu2 ; (2)12mv21 = 12mu21 + 12Mu22 : (3)Úpravou rovnic (2) a (3) dostanemem(v1 � u1) =Mu2 ; (4)m(v21 � u21) = m(v1 � u1)(v1 + u1) =Mu22 (5)a po vydìlení rovnice (5) rovnici (4) (za pøedpokladu v1 6= u1)u2 = v1 + u1 : (6)Øe¹ením soustavy (4), (6) dostaneme6



u1 = (m�M)v1m+M = (m�M)pv2 + 2ghm+M = � (M �m)pv2 + 2ghm+M ;u2 = 2mv1m+M = 2mpv2 + 2ghm+M :Pøedpokládáme M > m, proto u1 < 0. Vektor u1 bude mít opaèný smìrne¾ vektor v1. 5 bodùb) Ze zákona zachování energie plyne12mu21 = m(v2 + 2gh)(M �m)22(m+M)2 � mgh :Z toho v � p8ghmMM �m : 5 bodù
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