l.a)

Reseni tloh 1. kola 55. roéniku fyzikalni olympiady. Kategorie B
Autofi uloh: J. Jira (1, 2), J. Thomas (3, 5, 7), M. Jaresova (4), M. Kapoun (6)

Béhem celého déje tvori vozik s kyvadlem ve vodorovném sméru izolova-
nou soustavu, tudiz hybnost soustavy ztstava po celou dobu pohybu i po
narazu nulova stejné jako v pocatecnim stavu. Proto po dokonale nepruz-
ném narazu, kdy kyvadlo zistane vzhledem k voziku v klidu, ztstane cela
soustava téz v klidu. BEhem pohybu kyvadla je podle zakona zachovani hyb-
nosti v kazdém okamziku pomér velikosti rychlosti téles opa¢ny k poméru
jejich hmotnosti proto i pomér posunuti ve vodorovném sméru je opacny

vvey

dostaneme posunuti voziku Az = gl =4 cm. 3 body

Oznac¢me v maximalni velikost rychlosti kulicky vzhledem k zemi. Ze zakont
zachovani mechanické energie a zachovani hybnosti béhem vzajemného po-
hybu kyvadla a voziku

1 1
mgl = §m112 + §MV2, mv =MV

dostaneme

ve—" /gl

(M +m)M

Ciselné vychazi

1 Vb
V=-=y29l=--1/2-981-020m-s ' =044m-s!
V2oV T 10
3 body
Velikost rychlosti kulicky vzhledem k zemi bezprostfedné pied narazem je

M M M
—Ty=. 7,/ —7\/2 l.
R m /(M +m (M +m)M g

Kulicka vzhledem k voziku opisuje kruzn1c1 se stfedem v bodé zavésu, veli-
kost jeji rychlosti vzhledem k voziku bezprostiedné pfed narazem je

M+m M+m
u=v+V = *(M—f— V2 T\/2gl~

Tahova sila napinajici vlakno pak je
2
M+m
e m ( i \/29l>
F=mg+ - = mg + =

mg. 4 body

N~

Pro M = 4m dostaneme F' =



2.a)

Plyn nejprve pri izobarickém rozpinani zvétsi objem z Vj na 2Vj, poté se
rozpind s linedrné rostoucim tlakem v zavislosti na objemu na kone¢ny objem
3Vp. Oznac¢me S plosny obsah pistu. Piirtstek tlaku je vyvolan deformaci
pruziny, kone¢ny tlak je

kh?

kh
= — = — =129 kPa.
D1 po-i-S po + o a

Koneénou teplotu uréime ze stavové rovnice

kh?
-] -3V,
poVo (po + Vo ) 0

To T ’
z niz plyne
2
T1:7T0:3<1+ >T0=3,86T0=1130K.
Po PoVo

4 body

Plyn vykonal praci

1 \% 1 1
W' = poS - 2h + §kh2 :pof" - 2h + EW = 2poVp + EkhQ =322 J.

2 body

Plyn zvétsil vnitini energii o hodnotu

5 5 5 kh? 5 15
AU = Zp1 -3V — —poVp = = —— ) -3Vh — =poVo = 5poVo + — kh>.
2p1 0 2poo 2(]90-1-‘/0) 0 2poo Do 0+2
Plyn pfijal teplo
15 1
Q=AU+ W' =5pVp + EW + 2poVo + EW = TpoVo + 8kh? = 1,40 kJ.
4 body

Zvolme vztaznou soustavu podle obr. R1. Parametrické rovnice trajektorie
pak jsou

. 1,
T = vgcosag - t, y=h+vosmo¢0-t—§gt.
Vyloucenim parametru ¢ a dosazenim x = L, y = H dostaneme rovnici
L2
H=h+Ltgag— —> (1)

203 cos? o’



kterou pomoci substituce cos12 o= tg? a4+ 1 upravime na tvar

L2 gL
I te?ag — Ltgag+ 2= + H—h =0.
208 203

T x
aq

I \"

! Obr. R1

Na tuto rovnici se se muzeme divat jako na kvadratickou rovnici s neznamou
tg ap. Zvolime-li pfili§ malou velikost vy poc¢atecéni rychlosti, nedoleti micek
na horni okraj zdi pti Zadné volbé elevac¢niho tthlu. Bude-li naopak pocatecni
rychlost véts$i nez minimalni, budou vyhovovat dva eleva¢ni tthly pro rizné
strmé trajektorie. Pro hledanou miniméalni rychlost méa rovnice jediné feseni

a jeji diskriminant je roven nule:
D—r2- 492 (9L2 +H - h) —0.
202 \ 20¢
Upravou dojdeme k bikvadratické rovnici
vy — 29(H — h)vi — ¢°L* = 0.
Uloze vyhovuje kofen

=g (H—h+ -7 I7).

Kvadratické rovnice (2) ma pak dvojnasobny kofen

L+0 H-—h+/(H—-h)?2+1L?
i L |
v

tgap =



Pro dané hodnoty vychézi tgag = 2, ap = 63,4°, v9 = 8,9 m s~ 1.

5 bodu
Pozndmka: ReSeni by se dalo podstatné zjednodusit uzitim rovnice tzv.
ochranné paraboly — viz studijni text Poldk, Sedivyj: Vrhy, Knihovnicka FO
¢ 56.
Dobu letu mi¢ku uréime feSenim kvadratické rovnice

1
h+vgsinag -t — §gt2 =0.

Uloze vyhovuje kladny kotfen

vo sinag + /2 sin? ag + 2gh
—184s.

g
Za tuto dobu doleti micek do vzdélenosti

t1 =

r1 =wvgcosqg -t1 = 7,3 m,
dopadne tedy ve vzdalenosti 3,3 m od zdi. 2 body
V okamziku dopadu mé rychlost mic¢ku souiadnice

Vy = Vg cos g = 3,96 m - s_l, vy = Vg sinag — gt1 = —10,1 m - s™L.

Velikost rychlosti dopadu je vy = /v +vZ = 10,8 m - s~! a odchylka od

vodorovného sméru a; = arctgz—y = —68,6°. 2 body
T
Doba vystupu micku je t, = Yoo _ 0,81 s. Za tuto dobu micek ziska
soufadnice
1
Ty = U COS g - ty = 3,2 I, Yy = h +vpsinag -ty — —gt? = 5,2 m.

2
1 bod

Jiné Fesent dlohy a):

Upravou rovnice (1) dostaneme vztah, ktery vyjadiuje, jak zavisi velikost
pocatecni rychlosti potfebné k zasazeni horniho okraje zdi na zvoleném ele-
vacnim thlu:

1 2 cos? ag

= [Ltgag—(H—h)) 2

2
= — [Lsinagcosag — (H — h) cos

gL2 p Oé()] .

(5)

v
M3-1i byt velikost pocateéni rychlosti vg minimalni, musi mit vyraz

V = Lsinagcosag — (H — h) cos? ag



maximalni hodnotu, tedy
dv 2 .9 .
— = L(cos” ap —sin“ag) — (H — h) - 2cos g - (—sinayg) = 0.
dOé()
Rovnici upravime na tvar
Ltg?ag —2(H — h)tgag — L = 0.

Uloze vyhovuje kofen

H—h++/(H—-h)>+1L?
7 :

tgag =
Pomoci druhé derivace vyrazu V se mizeme piesvedcit, ze se jedna o maxi-
mum. Vztah (5) upravime na tvar
gL (1 + tg* ao)
2[Ltgag — (H — h)]’

dosadime za tg oy a dostaneme

v%zg(H—h—I—\/m).

0 =

Obvod se sklada z nekoneéné mnoha ¢lenii zndzornénych na obr. 2. Ozna¢me
odpor nekonecné sité R, . Pokud bychom na zacatek sité predradili dalsi ¢len,
odpor sité by se nemél ménit (obr. R2), protoze sif je nekonecna.

Pak by mélo platit: R
R = 4
Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici R 2R R
R? — RR, —2R*>=0. B ——
Fyzikalni vyznam ma pouze kladné feseni Obr. R2
P £

4 body
Budeme postupovat obdobné jako v dloze a) pouze s tim rozdilem, Ze ¢len,

vvvvvv



R 2R

R, 2R R R,

D —-— Obr. R3

Tento obvod budeme postupné v jednotlivych krocich zjednodusovat, aby-
chom nakonec mohli vyjadfit odpor obvodu R,.

R 2R
1. Rezistory R, R, vpravo nahradime jedinym c
o odporu R; (obr. R4). Plati:

_ RR,
R+ R, D

R, 2R Ry

Obr. R4

2. Rezistory 2R, R; vpravo nahradime jedinym R
o odporu Ry (obr. R5). Plati: C

Rs = 2R+ Ry,
po dosazeni za R; dostaneme

RR, _ R(2R+3R,) D
R+R,  R+R, Obr. R5

3. Rezistory 2R, Ry vpravo nahradime jedinym o od-
poru Rs (obr. R6). Plati:

111 R
Rz 2R Ry’
po dosazeni za Ry dostaneme R, R3

1 1 R+ R,
R; 2R R(2R+3R,)
2R(2R + 3R,)
Ry=———-
4R+ bR,
4. Nakonec miizeme psat R, = R + R3, kam dosadime za Rjs:

2R(2R + 3Ry)
AR+ 5R,

Po upravé dostaneme kvadratickou rovnici

5R?2 —TRR, —8R? = 0.

Ry =2R+

Obr. R6

R, =R+



Fyzikalni vyznam ma pouze feSeni

TR+ v49 4+ 160R
R, = Rcp = * 10+ =0,7R++/2,09R = 2,15R.

6 bodu
Resent alohy vysetrenim posloupnosti odporii postupné prodluzované konecné
site:
a) V siti podle obr. 1 budeme za sebe fadit ¢leny zobrazené na obr. R7. Do-
staneme posloupnost odpori, kterd bude mit prvni ¢len
Ry =3R (6)

a bude u ni platit rekurentni vzorec, ktery odvodime z obr. R8:

. 2R-R, 3R-R,+2R?> _3R,+6R—4R
Fnir =R+ SR~ " R,+2R 1 R,+2R
4R? 4R
=3R-——==|3—-——=— | R 7
R, + 2R ( Ro+ 2R) @)
Vztahy (6) a (7) umoznuji postupné vypocitat libovolny m | R./R
pocet ¢lent posloupnosti. Z tabulky pofizené v Excelu ale ; gggggg
vidime, Ze posloupnost rychle konverguje k hodnoté 2R a 3 204762
od desatého Clenu je prakticky konstantni. 4 | 201176
5 | 2,00293
6 | 2,00073
R | R \ 7_| 2,00018
8 | 2,00005
9| 2,00001
\ 10_| 2,00000
2R Ryi1l 2R R, 11_| 2,00000
| 12_| 2,00000
13_| 2,00000
4| 2,00000

Obr. R7 Obr. R8
Jeste presvédcivey vyresime dlohu pouZitim vzorce pro n-ty clen:
Plati

1 1 1
RQ—R<2+S), R3—R(2+ﬁ), R4—R<2+g>v

Protoze
5=144, 21=144+16, 8 =144+ 16+ 64,

odhadneme vzorec pro n-ty ¢len ve tvaru
R

n—1

>4
i=0

R, =2R+



Diikaz matematickou indukci:
Dosazenim (8) do (7) dostaneme

4 4
4R2 ZO
Rn+1:3R_ R —R 3_7,’] 1 =
2R+ —— +2R 4541

i 4t =0
i=0

S4i—1

i=0 R
=R|2+1-=2 =2R+ ——,
> 4 >4
i=0 i=0
coz je o¢ekdvany vysledek pro (n+ 1)-ty ¢len podle vzorce (8). Odpor neko-
necné sité pak ur¢ime jako limitu

Ry = lim R, =2R.

n—oo

Podobné budeme postupovat i pti feseni sité podle obr. 2. Tentokrat budeme
za sebe fadit ¢leny podle obr. R9. Prvni ¢len posloupnosti bude

2R-3R 11
Ri=R+ R 5 ©))
Z obr. R10 odvodime rekurentni vztah
RR,
; _R+2R.<2R+R+Rn>_R(2+ R, ) w0
n T AR+5R, )’
R+ R,
L 161 2371
Vypoctem dostaneme Ry = =5 =R, R3= 1105R

Zde se ndm asi nepodaii odvodit vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu a ome-
zime se proto jen na vypocet dostate¢ného poctu ¢lenti posloupnosti pomoci
rekurentniho vzorce. Z tabulky pofizené v Excelu vidime, Ze posloupnost
konverguje jesté rychleji nez v tloze a). Od tfetiho ¢lenu mé prakticky kon-
stantni hodnotu 2,146 R.

R, /R

2,20000
2,14667
2,14570
2,14568
2,14568
2,14568
2,14568

R 2R | R 2R

SIS B B

\
I
\
2R R Rn+1 ‘ 2R R ‘ Rn
\
|

Obr. R9 Obr. R10



5.a) Vyjdeme z obr. R11. Nejprve uzitim kosinové a sinové véty uréime délku
strany BC a thly 3 a v v trojuhelniku ABC:

|BC| = \/2,25L2 + L2 — 3L2 cos60° = L - /1,75,
sin3  sina ~ sinf= sin o
L LYyLT75 - VI

Momenty tihové sily a elektrické sily vzhledem k bodu A musi byt u obou
kuli¢ek v rovnovéaze. Tedy

Fe-15Lsina; = Fe - 1,5Lsin 3, Fg - Lsinas = F, - Lsin~y.
7 toho

B =40,9°, v=179,1°.

sin o sin o1 sin 3 L 1

sinas  sin(a —a;) siny  1,5L - 15’

1,5sinay = sin(a — a1) = sinacosa; — cosasina;.

Vydélenim cos «; a Gpravou dostaneme

sin « V3
t = =— = =23,4°, = 36,6°.
g 1,5 + cosa 4 o a2

4 body

Obr. R11

Nyni jiz mtizeme urcit velikost elektrické sily a velikost naboje. Podle sinové
véty

F, sin a kQ? mgsin a; —4
= F, = = T =5,95-10 N,
1,75L2 sin 8

FG sinﬁ




|F,-1,75L2
k
3 body

b) Velikosti sil, kterymi jsou napnuta vldkna, mizeme urcit pomoci sinové véty:
Ty sin(180° —a; — 3)  sin(ay + )

Fg sin 3 sin3 '
T — mgsin(ax + ) —1.35mN
! sin 3 ’ ’

Podobné urcime velikost sily T5:

T, = mosinlaz ) g0,
siny
Mohli jsme také vyuzit podobnost trojuhelniki. Z ni plyne
L _|AB| L _|ACl | T _ |AB|_ o
Fe |AD]” Fg |AD| T, |AC| ’

3 body

6.a) Méfeni bylo provedeno na zarovce se jmenovitymi hodnotami 24 V/ 0,1 A.
Vysledky linedrni regrese (graf 1) a mocninné regrese (graf 2) se shoduji.
Konstanta zarovky mé ¢iselnou hodnotu {C} = 1011676 = 158 exponent
n = 0,5837 se jen nepatrné lisi od ocekdvané hodnoty 3/5. Vysokd hod-
nota koeficientu determinace R? = 0,9998 svédéi o dobrém souhlasu realné
funkéni zavislosti s ovéfovanym vztahem.

U/V | T/mA | log{U} log{1}
1 16,0] 0,00000] 1,20412
2 23,7] 0,30103] 1,37475
3 29,6] 0,47712] 1,47129
4 35,0 0,60206] 1,54407
5 40,1] 0,69897| 1,60314
10 59,9 1,00000] 1,77743
15 77,0 1,17609] 1,88649
20 91,0] 1,30103] 1,95904
25 104,0] 1,39794] 2,01703

10



25
toof!} y =0,5837x + 1,1976
2.0 R?=0,9998
15 -
1,0
05 1
0,0 ‘ ‘
0,0 05 1,0 loa(U 15
Graf 1 oot}
120
I /mA
100 + y = 15,76x°%%
R? = 0,9998
80
60
40
20
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
Graf 2 urv
7 bodu
b) Piikon Zarovky je prakticky roven jejimu zafivému toku. Plati R ~ AT,
R* B U*
_ ~ _ 4 o _
P=Ul~ ¢&=BT NBF_F.F'
7 toho .
B\5 3 3
5 3 ~ _
I A4U’ 1 (F) US =CUS5.
3 body

7.a) Dobu kmitu fyzického kyvadla uréime ze vztahu T = 2w,/ %, kde J je

moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose otdceni a D = mgd je direkéni
moment. d je vzdalenost tézisté od osy otaceni a m hmotnost kmitajici
soustavy.

Vv

11



stavy je na tsefce AB ve vzdalenosti

MR+ B
Y= 2 2 §R
M + M 6
2
od bodu B. Moment setrvacnosti vhledem k ose prochézejici bodem A
M 5 13
J=Ji+Jy=2MR*+ — - -R>= —MR?,
2 2 4
T 3 7 7
direkéni moment D = QM g GR = ZMgR,

T =2x
3 body
Moment setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici bodem B
M (R\*> 9
J=Ji+Jo=2MR*+2— (=) ==MR?,
2 \ 2 4
direkéni moment D = § M-g- % = §MgR
9
~MR?
T=2n g =2n %R_lél?s
2 body

K teseni vyuzijeme zakon zachovani energie. P¥i vychyleni obruci o thel ayy,
ziska soustava potencialni energii tthovou

M R (1 ) M R
—g—= (1 —cosay) ~ —g— - = —

299 m/ =99y 3R’

kde z,, = Ray, je vzdalenost, o kterou se posunul stfed vétsi obruce pii ma-
ximéalni vychylce proti rovnovazné poloze. Pfi prichodu rovnovaznou polo-

M xrzn
E, =

2
Ym
2

hou se stred vétsi obruce pohybuje rychlosti vy, = wry, = 2—7Txm a soustava

ziska kinetickou energii F) = %J Q2 kde J = %M R? je moment setrvad-
nosti vzhledem k okamzité ose otaceni (bod dotyku vétsi obruce s podlozkou)

a Qn je maximalni thlova rychlost, jakou se otaci soustava kolem této osy.

12



Plati Q, = Uﬁm = %—nRxm, kde vy, je rychlost, jakou se pohybuje stred

vétsi obruce pfi jejim prichodu rovnovaznou polohou. Z rovnosti potenci-
alni energie v krajni poloze a kinetické energie pfi priichodu rovnovaznou
polohou dostaneme

1 1 9 4r2 9  4r? M z2
—JO2 = - . ZMR? 2 - M —a? = —g-2
27 m T 5] TeR2 m T g e tm T g IR
T =21 %=3,3S.
g

5 bodu
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