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Polomér kruznice, po niz se bude kulicka po priichodu pod bodem zavésu
pohybovat, bude L —[. Aby kuli¢ka dosédhla nejvyssiho bodu kruZnice, musi
zde byt byt setrvacnd odstfediva sila alespon rovna sile tihové:

2

muv
= = L-1).
L —1 mg = v g( 1)
Podle zadkona zachovani energie pak:
§ L l
mgL:mg-2(L—l)+ﬂ:mg2(L_[)+%_ﬂ = l=§L.
2 2 2 5
3 body

Vzdalenost hiebiku od bodu zavésu ozna¢me [;. Kulicka se bude po pri-
chodu pod bodem zavésu pohybovat po ¢asti kruznice, dokud se setrvacna
odsttedivé sila nevyrovna se slozkou tihové sily (obr. R1). P¥i opousténi
kruhové drahy ma kulicka rychlost o velikosti vg:

mug

L—1
Pak podle zakona zachovani energie:

2
mgL = mg(L—11)(1+4sin oz)—l—% =mg(L—I1)(1+sina)+

=mgsina = vy=+/g(L—11)sina.

mg(L — 1) sinw
5 .
Z toho
. 20y o 2gh
sinq = ———, vy = ——.
3(L—1y) )
3 body
Pro dalsi popis pohybu kuli¢ky si zvolime vztaznou soustavu Ozy podle
obrazku. V této vztazné soustavé plati:

x =wvotsina — (L — 1) cosa, (1)
y= (L—ll)sinoz—f—votcosoa—%gtz. (2)
Podminkou pro to, aby kuli¢ka zasahla hiebik, je y = 0 pfi z = 0.
Z rovnice (1) vyjadiime t = (L;Ol;#_



Dosazenim za t a vg do rovnice (2) a tpravami dojdeme postupné ke kvad-
ratické rovnici:

(L—1I1)cos’a  g(L—11)?cos®a

L —1q)si — =0
( 1)sina+ sin « 21)(2) sin? o ’
. 3(L —11)?cos® a
L— 2 2= 2/ 7
(L = 11)(sin” a + cos® @) U sina
4lysina — 3(L —1;)(1 —sin® @) = 0,

21 A2
A 31— V=0
3o 1)( 9<L—l1>2) !

134+6Ll; —3L*=0.

Uloze vyhovuje feseni

I = (2v3 —3)L = 0,464L.

4 body

Obr. R1



2.a)

Na véalcovou trubku piisobi tihova sila Fg se slozkami Fy, Fy a reakce naklo-
néné roviny se slozkami N a T (obr. R2).
Pozndamka: Pro lepsi prehlednost jsou sila N v obr. R2 a sily Ny, Ny v obr.
R3 zakresleny s Sipkou v misté ptisobiste.

:/

Z pohybovych rovnic

ma; = mgsina — T,
Jier = mrie; = mayr =T
dostaneme
T =mai;, ma; =mgsina —ma,

gsina
ay =
2

Ke stejnému vysledku dojdeme také uzitim
zakona zachovani energie. Potencialni ener-
gie tthova trubky se béhem pohybu méni
na kinetickou energii jejiho posuvného po-
hybu a kinetickou energii jejitho rota¢niho
pohybu:

Obr. R2
1 1 1 2
mglsina = §mv2 + §J1w2 = imv2 + §mr2:—2 = mv?.

Jde o pohyb rovnomeérné zrychleny s nulovou poc¢atecni rychlosti, takze

1 v?
l = — tQ = — :> 2 = 2 l
2" T o, voT e
gsina

Po dosazeni a tpravé a; = 2,5 bodu

2
Obdobné miizeme postupovat v pripadé plného valce. Z pohybovych rovnic

mag = mgsina — T, Jogg = Emrzsg = §ma27‘ =Tr
1 . 1
dostaneme T = 5Mmaz, Mmaz =mgsina — 5mas,
2gsin «
as = —
Uzitim zakona zachovani energie:
1 1 1 1 v? 3
l : _ - 2 —J 2 P 2 - 2Y _ 2 _ l
mgl sin o 2mv + 3 2w 2mv + 4m7" 2 4mv 2ma2 ,



2gsina
B
Aby télesa byla pfi valeni ve stdlém dotyku, musi byt valcova trubka, ktera
se samostatné pohybovala s mensim zrychlenim, umisténa jako spodni. Obé
télesa budou mit stejné thlové zrychleni €3 a stejné zrychleni az = res.
Na obr. R3 jsou vyznaceny vSechny sily, které na té€lesa ptisobi: Na trubku
plisobi tihova sila Fg se slozkami Fy, Fo, tlakova sila N a tteci sila T od valce
a reakce naklonéné roviny se slozkami Ny, T;. Na valec ptisobi tihova sila
F se slozkami Fyi, Fs, tlakova sila —N a tfeci sila —T od trubky a reakce
naklonéné roviny se slozkami N, Ts.

Po dosazeni a tpravé as = 2,5 bodu

Obr. R3

Pro trubku plati pohybové rovnice

mag = mgsina + N — 11, (1)
Jiez =mrieg =magr = (Ty —T)r = maz =T, —T. (2)

Pro véalec plati
masz = mgsina — N — Ty, (3)

1 1 1
Jogg = §m7‘263 = gmasr = (T, —-T)r = gmas = To-T. (4)



Odeétenim rovnic (1) a (3) a rovnic (2) a (4) dostaneme

mas

n-T=2N==3 = N =19

4
Se¢tenim rovnic (1) a (3) a rovnic (2) a (4) dostaneme

3
Ty + To = 2mgsina — 2mas = imag + 2T, (6)
pricemz
fmas 4gsin o
/ 4 BT

Ke stejnému vysledku dojdeme i z energetické bilance. Musime pocitat s tim,
ze pokud trubka a valec sjedou do vzdalenosti [, jejich povrchy se vzajemné
smeknou o 2[, coz je drdha, po které kona praci treci sila. Tedy

1 7
2mglsina = 2 - Emv + = (J1+J2)w +7T-2] = —mv —l—f% 2] =

i
—2ma3l<4 1

4gsin o

as = )

L
5 bodu

3. Oznacme r polomér valce a 2h vysku valce, ktery je mozné vysoustruzit z koule
o poloméru R. Pak pro jeho hmotnost a jeho moment setrvac¢nosti plati

2. 9h 2 2/RE =12
mo Ty 3rh M—$M, (1)
i_s 2R? 2R
gTCR
1o, 1 R? —r2 2 3riVR2 —r2

2 body

a) Funkci m = m(r) s definiénim oborem 0 < r < R ur¢enou vztahem (1)
derivujeme:

dm_ ) rS
dr ~ 2R? <2“R r+2\/R2 )

3M7’ 2\/77124_ 2
2R3 \/7712 .



Z podminky nulové derivace plyne r = \/gR. Dosazenim do (1) a (2)

dostaneme

3 3
my = \/?_ M = 0,577M, Jy = %MRQ =0,192M R?.
4 body

b) Nyni derivujeme funkci J = J(r) s definiénim oborem 0 < r < R urdenou
vztahem (2):

5
dJ_ M (4 R + ):

4R? \/77“2
_ 3Mr? ) r?
= I (4\/R r 7\/ﬁ .
) s 2v5 )
Z podminky nulové derivace plyne r = TR = 0,894R. Dosazenim do (1)
a (2) dostaneme
6 12
mo = iM =0,537M, Jo = 12\g_MR2 =0,215M R?.
4 body

Pozndmky:

1) Hmotnost a moment setrvacnosti lze vyjadfit jako funkce vysky 2h, resp.
poloviny vysky h misto funkce poloméru r. Pak vztahy (1) a (2) budou mit pro
0 < h < R konecny tvar

3h(R? — h?) 3h(R? — h?)?
=—M J=M——
" 2R° ’ AR?
a jejich derivace budou
dm 3M , _, 9 dJ  3M(R*-1h%), _, 9
—_— = — —3h —_— = — 5h*).
dh 2R3 (R =37, dh 4R? (R =57
. . c oy, - . o . . 2r V2
2) Valec m4 maximdlni hmotnost pfi poméru priméru a vysky valce 5= 10

2
maximalni moment setrvacnosti pti poméru 5 h



4.a) Vyjdeme z obrézku R4, na kterém jsou vodice kolmé k ndkresné a proudy
z nakresny vystupuji smérem k pozorovateli. (Pokud by proudy vstupovaly
do néakresny smérem od pozorovatele, vektorovy rovnobéznik by se v na-
kresné otocil o 180° a nasledujici Feseni by bylo stejné.) Z obrézku plyne

B =B, + B>, B =2Bj cosaq, cosa = E, r? =d% + 22,
r
Déle plati By = By = £ A
p 1 2= 90

Po dosazeni dostaneme funkéni zavislost velikosti vysledné magnetické in-
dukce na soutfadnici x:
w Iz pl T
B(x) =2Bjcosa=2-— - —- —=— . 1

(z) ! 2 r r T x4+ d? (1)
Z rovnice plyne B(z) = 0 pro = = 0, jinak v celém vySetfovaném intervalu
je B(z) > 0. Minimum funkce B(z) je tedy v bodé o soufadnici z = 0 a mé
hodnotu Bpin = 0. Maximum najdeme feSenim rovnice

dB(z) _ pl >+ —x-20 pl  d*—2?

dr = (+22)2 1 (d®+22)? B
Derivace je nulova pro x = d. Dosazenim do (1) dostaneme
ul
Bhax = =——.
2nd

5 bodu

Obr. R4 Obr. R5



b) Vyjdeme z obrézku R5, na kterém proud prochdzejici pravym vodifem z né-
kresny vystupuje smérem k pozorovateli a proud levym vodic¢em do nakresny
vstupuje. (Pokud by proudy mély opaény smér, vektorovy rovnobéznik by
se v ndkresné otocil o 180° a nasledujici feSeni by bylo stejné.) Z obrazku
plyne

d
B = B; + B;, B =2Bj cosj, cos 3 = —, r? = d? 4 22
r

o ond i B_p, -t 1
Daéle opét plati By = By = o
Po dosazeni dostaneme funkéni zavislost velikosti vysledné magnetické in-
dukce na soutfadnici x:

w I d pl d
B(x) =2Bjcosf=2-—-—- —-—=— . 2
(@) ! b 2 r r n 2?4 d? @)
Z rovnice plyne, ze velikost magnetické indukce je pro kazdé x nenulova. Déale
s rostoucim z velikost vysledné magnetické indukce klesa, nebot vektory By a
B- se rozeviraji a zmensuji svoji velikost. To znamena, ze minimum nastane
v krajnim bodé uvazovaného intervalu o soufadnici x = 4d a maximum

v bodé o soufadnici z = 0, tedy v po¢atku. Dosazenim do (2) tak dostaneme

1wl ul
Bmin = B(4d) = — - —, Buax = B(0) = ==,
(4d) 17 =d 0) nd
5 bodu
5.a) Podle obrazku R6 plati 2r =2 Rsina,, = R = % = %R
’ 1 bod

Obr. R6



b) V trojuhelniko OPM plati

sin(180° — ) sin 3
~ sin(B—a) "~ sinfBcosa — cos Bsin a
Uzitim zakona lomu —m% — 1 a upravou dostaneme:
sinf  n
R R
d= = . (1)

1 1
COSQ—ECOSﬂ cosa — —Q—Sin2a
n

Nyni uzitim prvni derivace ovéfime, Ze vyraz (1) je na otevieném intervalu
(0, oty ) monoténni funkei thlu a:

sin o cos «

dd sina—n\/ﬁ
dd _ —n?sin” ‘R 2)

da 1 . 9 2
Cos v — — —SIn” «
n

Protoze n > 1, plati na celém intervalu

/1 . . . . ,
— = sinfa < V1 —sin?a =cosar =  jmenovatel je nenulovy,
n

n sin v cos n sin « cos
\/1—n2sin2a \/nz—rﬂsinza

Proto je derivace (2) na celém intervalu zapornd a funkce (1) je klesajici,
pro a = 0 nastava maximum a pro o = ay, nastava minimum.

= sin a.

Dosazenim o = 0 do vztahu (1) dostaneme dpax = %R =3R.
(

Dosazenim o = ay, do vztahu (1) dostaneme

R nRk
Admin = = = 1,34R.
COS Oy vn2 -1

6 bodu
Pozndmka:
Reseni dmay lze téZ ziskat uzitim rovnice pro ohniskovou vzdélenost tenké
ploskovypuklé ¢ocky (tenkd kulovd tseé, kterou ziskdme Fezem polokoule
kolmym k optické ose):

1 1 1 n—1
?:(Tl—l)(ﬁ—f'g): R .




Pro hledanou vzdalenost pak plati:

dpax = R+ f = R+ — = "
n—1 n-1

¢) Krajni paprsek je odchylen od optické osy o tthel v = 90° — ayy, (obr. R7).
Zvolme p polomér kulového vrchliku se stfedem o soufadnici dpyi,, ktery
vymezuje prislusny prostorovy tthel. Povrch vrchliku je S = 2npv, kde v je
jeho vyska. Pak plati

v
Cosyzg—, z ¢ehoz v = p(1 — cos~y).
Y

Povrch vrehliku je tedy S = 2r0%(1 — cos?y).
Dale plati cosvy = cos(90° — ay,) = sinay, = -

Pro prostorovy thel dostaneme

2m0%(1 — 1 —1 2
Q:%:M:h(l——):%" = Znsr=21sr
0 0 n n 3
3 body
Obr. R7

7.a) Podminka pro stacionarni stav elektronu v potencidlové jamé délky L je
An
L=n - —.

2

7 de Broglieova vztahu p, = /\i plyne pro energii volného elektronu
n

B, — Pn U C 1,2 2 bod
"= me ~ NI, Bmo2 " Kde n=12.. ody

10



n-elektrony obsazuji hladiny po dvou od prvni, energeticky nejchudsi, vys.
Pro N sudé je

(5) (51)
E(HOMO) = Fy——+—,  B(LUMO) = Ey——7—,
pro N liché je
E(HOMO) = EO%, E(LUMO) = E, 2

= =

2
kde jsme polozili Fy = # =18,9eV.

4 body

Energie AFE potfebna k pfechodu elektronu na energeticky nejblizsi hladinu,
tj. z HOMO na LUMO, ¢ini
2
1
(v=3)
hc

N+1
+ pro N licha.
Tuto energii ziskd molekula pohlcenim fotonu zareni vinové délky AR

AE = EOW pro N suda, AF = Ej

Dosazenim vychazi

2
1
v (¥-3)

A= )\ON 1 pro N sudad, A= )g N pro N licha,
2
kde jsme opét zavedli \g = 8m;Lca = 65,6 nm.

Oba zlomky s rostoucim N rostou — zvétseni délky jamy pfevazi nad pri-
ristkem poctu elektronti. Vlnova délka prechodu roste. Vy¢isleni a srovnani
s experimentalnimi daty jsou v tabulce:

N 2 3 4 5 6 7 8
A/nm 87 | 137 | 210 | 266 | 337 | 396 | 466
Adexp/nm | 165 | 172 | 217 | 223 | 258 | 266 | 302

Ve viditelném oboru od 360 nm do 780 nm nachazime prvni pfechod pro
N = 7, s absorpci ve fialové oblasti, u molekuly heptatrienu bychom tedy
ocekavali dopliikovou zlutou barvu. Jak ukazuje tabulka, vysledky odpovi-
daji jen kvalitativné, model je prilis hruby. 4 body

11



