1.a)

Reseni tloh 1. kola 58. rocniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Autori uloh: J. Thomas (1, 5, 6, 7), J. Jira (2, 3, 4)

Napiseme si pohybové rovnice, ze kterych vyjadiime dobu jizdy a zrychleni auto-
mobilu A:
2s
v=uy—atas=uvt——at’ =vot —=(vg—v)t = t= = 5,07 s.
’ "2 ot =5 =) vo + v
vo—v Vi —v? 9
a= = =747m-s "
t 2s
2 body
Maximéalni velikost zrychleni automobilu, nemaji-li kola prokluzovat, je a = fg.
Automobil se bude rozjizdét po dobu t = % = }}—g = 9,30 s. Pritom ujede
2 2
vzdalenost s = ;—3 = 20% = 297 m. K dosazeni rychlosti vy za cas t je zapotiebi
primérny vykon
2
p =% _ I ey
2t 2

Protoze zrychleni automobilu je stalé, roste vykon motoru linearné. Maximéalni
hodnota vykonu Py.x = mfgvyg = 285 kW. Maximéalni vykon motoru se tedy
pii rozjizdéni na zvySovani rychlosti nevyuzije.

3 body

Hodnoty tabulky preneseme do EXCELu a sestrojime graf. Z rovnice regrese
vidime, Ze zavislost rychlosti na ¢ase je kvadratickd v = 0,09t — 4,45t +
+55,6. Stejnou rychlost budou automobily mit za dobu t;, pro kterou plati

vy = 0,092 — 445t; + 556 =50 = t; =135,

Draha automobilu B pak bude zaviset na ¢asu podle vztahu
to

sp = / (0,092 — 4,45¢ + 55,6) dt = 0,033 — 2,22t,% + 55,685

0
Automobil A urazi stejnou drahu jako automobil B, takze

va-to=3sp = 50ty = 0,03t3 — 2,22t5> + 55,6ty =
= 50 =0,03t3 — 2,22t + 55,6 =
=  0,03t3-2,22t,+56=0 = t3=26s
Automobil A predjede automobil B za dobu to = 2,6 s ve vzdalenosti sp =

= v4 - t9 = 130 m od zacatku cilové rovinky.
V okamziku, kdy automobil A pfedjizdi automobil B mé automobil B rychlost

vp = 0,093 — 4,45t + 55,6 = 45 m - s~ .
5 bodu



2.a) Na valec pusobi jeho tihova sila
Fci =mg = N+ T,
kde T je jeji tecna slozka (ve sméru naklonéné roviny) a Nj jeji normalova
slozka (kolmé k naklonéné roving), déle reakce kvadru R; = —Nj a vlivem
tfeni v tecném smeéru sila F. Vyslednice téchto sil urcuje zrychleni véalce podle
pohybové rovnice
ma; =71, — F = mgsina — F. (1)
Na kvadr ptisobi jeho tihova sila
Foo = Mg = Ny + Ty,

kde T je jeji tecna slozka a N jeji norméalova slozka, valec silami N/1 a —F,
reakce naklonéné roviny Ry = —N; — Ny a tfeci sila F; proti pohybu kvadru.
Vyslednice téchto sil za predpokladu 75 + ' > F; urcuje zrychleni kvadru podle
pohybové rovnice
May =Ty, — F;+ F = Mgsina— f(M +m)gcosa + F.
Velikost sily F' ur¢ime z podminky o neprokluzovéani valce
1 o a1 —a
Je 2" r 1

FZ? . zim(al—ag). (2)

Po dosazeni do pohybovych rovnic a tipravé dostaneme soustavu rovnic
—mas + 3ma; = 2mgsin «,

(M+%) ag—%al = Mgsina — f (M +m) gcosa.



Ze soustavy rovnic plyne

M

a; = gsina — ﬁfgcosa, (3)
M

agzgsina—Mingcosa. (4)

3
4 body

Za predpokladu Ts + F' < F; se kvadr naopak nerozjede, velikost jeho zrychleni
je

as = 0. (5)
Z rovnic (1) a (2) pak pro velikost zrychleni vélce plyne
2
a; = —gsina. (6)
3
2 body

Hrani¢ni podminku pro sklon naklonéné roviny mezi klidem a pohybem kvadru
ziskdme ze vztahu (4), v némz polozime ay = 0:

m
M +m M+§
tea = f s Tesp. f= M—i—mtg&' (7)
M+
1 bod

Ciselné hranicni podminka (7) nastane pro a = 22°. Pro ay = 15° dostaneme
z rovnic (5) a (6) a; = 1,7 m-s72, as = 0, pro ay = 40° z rovnic (3) a (4)
a1 =53m-s 2 a=33m- s 2 1 bod
Aby valec neprokluzoval, musi minimalni soucinitel smykového tfeni mezi valcem
a podlozkou splhovat podminku
1
F = i (a1 — a2) = fmmmg cos «,

z niz plyne

M+m

4
win = fom—— = —f = 0,13.
Foin = I3~ o

2 body

Oznacme Fi, Fy, Fj velikosti napinajicich sil odpovidajici postupné frekvencim
f1, fo2, f3 a zvolme jejich pusobisté v soustavé soufadnic Oxy podle obr. 2. Bez

N4

ohledu na umisténi ptsobist sil po obvodu zvolme polohu valce s tézistém na-
priklad v 1. kvadrantu a ozna¢me x, y jeho hledané souradnice. Na spojnici se

Vvt

xr, yr. Pro velikosti sil plati Fy : Fy : Fy = f2: f2: f2 =16:25: 36, tedy

2
= 1—2F1, Is = %Fl.
1 bod



Obr. R2
Z podminky rovnovahy podle osy y a podle osy x plati

1 1
(F1+F2—|-F3)$T:FlR—FgﬁR—FgﬁR,
3 3
(Pt Bt Fyur=Fy- YR By V3R
2 2 2 body
Z, rovnic plyne
= R= R=—--—""R=-0,188 3R
T TR+ Bt B .25, 9 154 / ’
16 4
\/§F \/§F 25v3  36V3 /3
2 72 28 32 32 3
_ _ = Y°R=-0,123 7R.
e S S R .59 f=— ft=-01287k
+Iet2

Vvt

vychézi

rp = 1\/a% 4+ y: = 0,2253R,



11v/3
ar =7+ arctgy—T =T+ arctg—\/_ = 1,185 rad = 213°.
Irr 29
2 body
Tezisteé valce ma v zavislosti na hmotnosti m polarni souradnice
M +m
r= rp, o = ap = 213°, (1)
m
event. kartézské souradnice
M+m M+m
x = xr, Yy = yr.
m 1 bod

Poloha valce je » < R. Cim blize je valec obvodu desky, tim mensi hmotnost
valce je zapotiebi. Nejmensi hmotnost mu, bude pro r = R:

T 0,2253
R—rp 1 —0,2253

Mypin = M = 0,291M.

1 bod
Pii maximalni hmotnosti my.x valce budou struny napinany nejvice. Nejvétsi
sila je F3, jeji velikost bude podle zadani 1,80M g. Proto plati

9
F3 = ZFl = 1,8Mg,

77
F1 —|—F2 -|—F3 = 1_6F1 = (M—I—mmax)g.

Z, rovnic plyne

My = UM = 2.85M.
20 1 bod
Podle rovnice (1) je odpovidajici miniméln{ vzdalenost
57
M+ =M
o M M 200 T 1T 995 3R — 0.304R.
Mmax ST ar 57 57
20 1 bod

Viechny mozné hmotnosti vélce spliji podminku m € (0,291M; 2,85M ). Tézis-
té valce se muZze nachazet v intervalu vzdalenosti r € (0,304R; R) od stiedu
kruhové desky a vzhledem k symetrii zavéseni mize radiala obsahujici prumét

Vv

o = £27°. 1 bod

4. Hledame vztah mezi thlem ¢ a thlem lomu § p¥i vystupu paprsku z hranolu. Uhel
© je soucasné thlem dopadu pri prvnim lomu a plati pro né;j:

sinp = nsin f =nsin (¢ — ) = n (sin @ cosy — cos psiny) .



Obr. R3

Horni céast svazku paprskii dopada dale na svislou sténu hranolu, zbyvajici dolni
¢ast na jeho vodorovnou sténu. Pro horni ¢ast paprski pti druhém lomu plati:
sin § sin®§

, cosy =¢ /1 ———.
n

siny =

Dosazenim postupné dostaneme

_ _ sin®§ sin & _ 5 2 :
sinp =n | singy/1 — —5— —cosyp = sin \/n? — sin“d — cos Y sin 9,
n n

neboli

sin ¢ (1 —Vn? - sin25) = — cos psin .

Z rovnice plyne
sin 0

tg o = : (1)
vn? —sin?§ — 1
5 bodu

Dolni ¢ast svazku paprskt dopada na vodorovnou sténu hranolu pod thlem 90° —

v. V pripadé tplného odrazu dopadaji paprsky odrazené od vodorovné stény na
svislou sténu pod thlem ¢ — 8 = ~y, tudiz thel lomu je téZ o jako u horntho svazku
paprsku. Jelikoz jsou konecné tithly lomu horniho a dolniho svazku orientovany proti
sobé, musi dle zadani splhovat podminku 20 = w = 60°.

Jesté je nutné rozhodnout, zda dojde k lomu, nebo k Gplnému odrazu. Porovname
siny mezniho thlu ay, a thlu dopadu 90° — ~:



sin v —l—g
m—n—ga

2
sin (90° — ) = cosy = y/1 — sin? :1/1—:31:11—26:\/2:%_

Z porovnani plyne, ze nastane uplny odraz. Odrazené paprsky dopadaji na svislou
sténu pod thlem ¢ — 5 = ~, tudiz thel lomu je téz ¢ jako u hornich paprsk.

3 body
Ptipadné obecné feSeni podle vztahu (1) pak ma tvar
sin &
2
tgp =
n? — sinQ% —1
Dosazenim ¢iselnych hodnot dostaneme
1
B = va=T) o
2 body

Vvt

o délce poloméru kruznice odpor R—g. Vodic¢ o délce tretiny obvodu kruznice

3
21 RV3

. Prekreslime schéma:

pak méa odpor X =

9
X X
C
*—
*— R R —9
R
X
Obr. R4
Odpor mezi body A a B pak bude
111 1 _R+X  R+X _ 3(R+X)
Ras R XT732RX ~ RX " 2RX ~  2RX
R+ X
2R27TR\/§
SO .0, S : ATRVS g s65R

3(R+X) 3(R+27TR\/§):27+67T\/§
9



5 bodu
R

b) Je-li odpor vodice o délce a = AB roven R, pak odpor ¢asti AD je Y = 2

odpor c¢asti DB je R —Y = w. Prekreslime schéma:

C C
— X ——
TN
B ’—E
gE— / A\
Obr. R5
Odpor mezi body A a D pak bude
1 1 1

Fap Y T R-Y 1 Rap
Vyjadiime odpor mezi body AB:

1 _1+ 1 _1+R+X_3R+X
Rz X 2RX X 2RX  2RX
R+ X
2RX
Rap = .
AB= 3R 1 X

Pak pro odpor mezi body A a D plati:

11 1 _ 1 3R+ X B
Rap Y ' p_ . 2RX Y (R-Y)(BR+X)+2RX —
SR+ X
_(R-Y)BR+X)+2RX + 3R+ X)Y
- (R-Y)BR+ X)+2RX]Y
(3R?+3RX)Y — (BR+ X)Y? 3SR+X
3R® +3RX 3 (R*+ RX)

Grafem kvadratické funkce R = Y — aY? = Y (1 —aY) je parabola, ktera
protind osu Rap v bodech o sourfadnicich Y =0aY = %, jeji maximum (vrchol

paraboly) ma soufadnici

21 R2\/3
3(R2 4+ 28 V2
vy _0+3_ 1 _3 R+RX _ ( T )_
mir =5 =9, =3 3R+ X =
a + 2<3R+2w1§\/§)



~ 3(9+27v3)

= R =0,79R.
54 + 47/3
Vzdalenost bodu D od bodu A je tedy x = 0,79a, kde a je délka strany rovnos-

tranného trojuhelniku.

5 bodu

Maximum muzeme najit také jako extrém funkce pomoci derivace: Rap bude
maximalni, jestlize

dRap 2 3R+ X B
dy 3 R’>+ RX -
2 27TR2\/§
o3 R2+RX_3(R T 302wV
2 3R+X 2R3 54 + 41/3 o
23R+ =5

Protoze druhéa derivace je zaporna, jde skuteéné o maximum.

6. Odvozeni vztahu pro ohniskovou vzdélenost:

/ _
Pred posunutim stinitka plati: Z; = —%.
o , ay— f
Po posunuti stinitka plati: Zy = 7
d d dx
f Zy—2y y—vy
Priklady naméfenych hodnot (ve v8ech méfenich = 20 mm):
Cotka | Y- y _d i
mim mim mm mim
1 63 50 70 108
1 100 50 250 100
1 85 50 190 109
1 70 50 98 98
1 130 50 390 97,5

Ohniskova vzdalenost prvni ¢ocky je fi = (103 £ 5) mm s relativni odchylkou 5 %.

Cocka Y v A i
mim min min mim

2 32 20 28 47

2 40 20 50 50

2 55 20 90 51

2 110 20 220 49

2 52 20 80 50

Ohniskova vzdalenost druhé ¢ocky je fo = (49 4+ 2) mm s relativni odchylkou 3 %.



Cocka Y y d i
mm mm mm mm

3 30 25 35 140

3 33 25 62 155

3 35 25 75 150

3 37 25 95 158

3 47 25 180 164

Ohniskova vzdalenost tieti ¢ocky je f3 = (154 £9) mm s relativni odchylkou 6 %.

7.a)

Okamzity vykon vsSech sil piisobicich na micek zavisi na jeho okamzité rychlosti
P = mgv — kv*.

Ptitom urychlujici sila zvétsuje kinetickou energii micku a jeji vykon je kladny,
brzdici sila zmensuje kinetickou energii micku a jeji vykon je zaporny.
Béhem padu micku se sily, které na micek ptisobi, vyrovnaji. Micek se dal bude
pohybovat rovnomérné rychlosti vo, kterou dopadne na zem. Pak
mg
mg — kv =0 = k:v—z. 2 body
Béhem pohybu se rychlost micku méni z rychlosti —wvy na rychlost vs. Vztah pro

vykon mizeme upravit na tvar

2 2
_ L2 2 _mgu| _ _ _mgy) _ (mg _
P =mgv — kv* = k[v 3 ]— k[(v 2k> (Qk) ] -

2 2 2
_(mg)” o f,_ma) _ _mg (v mgu
4k 2k Vo 2 4
Grafem zavislosti vykonu na rychlosti
je parabola (obr. R6). Vrchol paraboly
V2 Py
2 L
3 body
Z grafu je vidét, ze maximalni rychlost
zmény kinetické energie mize nastat bud
pro rychlost micku v = v; nebo pro rychlost

odpovida rychlosti v; =

micku v = —vy.

Obr. R6

,,,,,,,,, - P,
mgua
4

Pz:M—k<—vo—@)2:M—k(vo+M>2:

Tomu odpovidaji vykony P, = (B roste) a

4k 2k 4k 2k

= —mguy2 :; N (B Kles4) .




2 2
Protoze PQ < O7 je |P2| — k<UO + @) . (mg) — mgUOUQZ_UO’
2

2k 4k

maqu maqu

p="9210 = |p|=p="9%

4 4
Porovname vykony P; a P, a najdeme, pii jaké velikosti rychlosti vy bude platit
|| > [P
V2 + Vg mgus
mguy >

(%) 4

\/5—1 v
41)(2)4—41)21}0—1)3 > 0 pro vy > 0,v9 > %

2—1
Mje Py > | P, proto v, = vy = %;pro vy >

(\/5— 1) vy
2

(\/5— 1) Uy

Tedy pro vy < 5

je P < |P] a v, = vy. Pro vy = plati obé FeSeni. 5 bodua



