Reseni tloh 1. kola 60. rocniku fyzikalni olympiady. Kategorie A
Ulohy navrhli: J. Jird (1, 2, 3), J. Thomas (4, 5) a V. Vicha (6, 7)

1.a) Podle kosinové véty plati
FZ = F; + F? — 2F,F, cos ¢,

kde Fy = Fypcosp = kI cos . Po dosazeni
a upravé dostaneme

Fg = Fy\/1—k(2— k) cos?p.
1 bod
Funkce je na svém definicnim oboru ¢ €
(0;90°) rostouci, nebot vyraz k (2 — k) pred-
stavuje kladnou konstantu a funkce cos?p je

klesajici. Proto minimum nastane pro ¢ = (°
na rovniku

Obr. R1
Fomin = Fy/1— k(2 — k).
a maximum na polu Fgmax = Fy. Pro k = % dostaneme
5 Fomin = 2F,
Fo=Fy,/1— §cos2g0 Gmin = 359>
FGmax = Fg-
Pro b — 1 dost L sin 2¢
ro k = 5 dostaneme sin o = = : 2 body
64/1 — 9 cos?
b) Podle sinové véty plati
sinae  Fy kF, Cosgo k:cosgp
sing  Fo  F uV/ 1 — — k) cos?p \/1 — k) cos2p’
neboli . .
. k cos gpsmgp k sin 2g0
sina =
V1- — k) cos?p 2\/1 — k) cos2p

1 bod
¢) Podle fyzikalni avahy jsou na rovniku i na polech sméry tihové a gravitacni sily
totozné, tedy tuhel o mezi nimi je nulovy. Maximalni hodnotu budeme hledat

mezi témito krajnimi polohami, a to pomoci derivace:

d o d k sin 2¢

TSI = =

de dy 2\/1—k(2—k‘)cos2g0
_1

k 2c052<p-\/1—k(2—k)c052np—sin2<p-%(1—k(2—k)c052<p) 2.(=2)k(2—Fk) cos ¢(— sin p)

2 1—k(2—k)cos?p

k 2cos2cp~(1—k(2—k)(3082g0)—sin2g0-k(2—k) cospsing

2 (1—k(2—k)cos? ) 2

k 2((?082@781112@)'(17k(27/€)€082(p)7QSiII2QOCOSQ<p~k(27/€)

K, -

2 (1—k(2—k)cos?p)2




L. cos?p—k(2—k)cos* p—sinp+k(2—k)sin?pcos?p—k(2—k)sin®pcos?p _
(1—k(2—k)cos2y) 2
— . congo—k(Z—k)cos4<p—1—;—005290 _
(1—k(2—k)cos?p)2

—k (2 — k) cos'p + 2cos? gp— 1
(1—-k(2-k) cos%p)

— k.

1 bod
Podminka nulové derivace vede na bikvadraticku rovnici
k(2 — k) cos*p — 2cos’p 4+ 1 = 0,
z niz plyne
s 2+ \A—4k(2—-k) 1EVI-2k+k2 1£(1-k)
cos“p = = = )
2k (2 — k) k(2—k) k(2—k)

Dostaneme dva kvadraty kofent % a ﬁ,

z nichz hledany fyzikalni vyznam mé
1

2 —k

1 bod

vzhledem k pripustnym hodnotam & pouze druhy z nich, proto cos ¢ =

Podle b) pak

kcosgpsingp B kcosap\/l—cos2

V1- k)cos2p /1 — cos%o

SIN Qpax =

1 bod

3 . NN
3 £ SINl Qnax = %, tedy maximalni thel an. =
= 11,5° nastane na sférické rovnobézce urcené tthlem ¢; = 39,2°.

Pro k = E dostaneme cos ¢ =

1 bod

d) Velikost gravita¢niho zrychleni na povrchu Jupiteru je a, = %—Af, velikost
ST ) ) A2
dosttredivého zrychleni na rovniku agy = R

T
. . . Fso __Qgo 47T2R3 .
Podle definice je k = F, ~a, ~ GMITZ 0,083 5.

Miniméalni velikost tthového zrychleni je na rovniku:

GM Ag? _
Jmin = Qg — Aqo = 7 _RT2 =238m-s 2,

Maximéalni velikost tihového zrychleni je na poélech:

GM ) -2
gmaX:ag:W:25,9l5lm-s =259m-s°. 1 bod



1
Dal = = = 43,8°
ale cos ¢ \/m ¥1 O
G = o = e = 250 1 bod
Oznacme D prumér sudu, D = %H . Pak je vnitini objem sudu
D? TH?
V=n—H=——
™ 9
3
a hmotnost asfaltu m = pV' = p 9H . Povrch sudu je
nD? TrH?
S=— DH = :
i 9
Oznacme my hmotnost prazdného sudu. Tloustka plechu pak splhuje rovnici
Sd — mo . m
po 16py’
z niz plyne
TpH?
1 1
d=——."_ - 92: P H =0,0015H.
16p0 S 16p0 TmH 112p0
9
4 body
Oznacme 1y vysku tézisté prazdného sudu. Plati
D? H
Y\ xDH)yy=nDH =
4 2
Z rovnice dostaneme yy = §H : 2 body

7
Provedeme tivahu s tekutym asfaltem. Prilévame-li asfalt do prazdného sudu,

Vvt
Vvt
DO

Vvt Vv

soustavy je nejnize, jestlize se nachazi v hladiné asfaltu, tj. ymm = ho.
Soucasné plati rovnice

3 h
mo~?H+m-§0:(mo+m)ho,

kde m = % - 16my. Po dosazeni a tpravach dostaneme kvadratickou rovnici

56h3 4 THhy — 3H? = 0,

Fyzikalni vyznam mé jeji kladny koten

—T+V721

721
ho = H = 0.18H.
0 11 0,18 4 body



Vvt

saha do vysky h, spliuje rovnici

h h h
moYo + —=m - <= = mo—l—ﬁm Y.

H 2
Z ni po dosazeni a tpravé dostaneme pro h € (0, H) funkéni zavislost
3H? + 56h*
=y (h) = .
v=yv ) = T ien)

Funkci zderivujeme

%: 6. 56h? + THh — 3H?

dh 7(H +16h)°
Podmince nulové derivace vyhovuje kladny kofen
VT

B —
0 112
Pro h = 0 je derivace zaporna, pro h = H je derivace kladna, funkce mé na

H = 0,18H.

uvazovaném intervalu skuteéné minimum. Zpétnym dosazenim dostaneme

3H? + 5612 NeoT
min — = hy) = ————H = 0718H
Ynin = T 4 16hy) ~ ¥ U0 112

Do polynomické funkce
¢= (—4,337 07 T{TY 4+ 3,693 - 10 {T}® — 0,1199{T)* +

+19,38 {T'} — 585,1) J-kg1 - K1
dosadime 77 = 294 K a T;, = 77,4 K. Dostaneme

v 893 + 352
Q' = m™ ; (T —T,) = 0,0141 - + (204 — 77.4)J = 1900 J.
2 body
Integral vypocteme a dosadime ¢iselné hodnoty:
T
Q:mO/(AT4+BT3+CT2+DT+E)dT:
T,
A By  Cog D h
=mgy |=T° + ST+ =T33+ =T?>+ ET| =2140J.
5 4 3 2 -
3 body

Vytvoreny graf je na obrazku R2. Pifimky jsou priblizné rovnobézné, hledanou
zménu hmotnosti vyc¢teme z grafu ve stfedni ¢asti, napt. v ¢ase 210 s. Z grafu
vycéteme Am = 11,5 g. Mérné skupenské teplo varu je

Q2140
~ Am  0,0115

l, kJ-kg ' =186 kJ -kg ! =190 kJ - kg . 5 bodu

Pozndmka: Tuto tlohu jako ulohu praktickou resili studenti na 24. IPhO v USA
v roce 1993, funkéni zavislost ¢ = ¢ (T") vsak méli zadanou graficky na mfizkovém
pozadi.



Autofi uvadéji mérné skupenské teplo varu dusiku l, = (202 & 5) kJ-kg!. Original
najdeme na webovych strankach http://ipho.org/problems-and-solutions/
1993/24th_IPh0_1993.pdf.

Data v naSem zadani jsou z vlastntho meétfeni. Mirnou nerovnobéZznost primek
Ize vysvétlit tim, Ze pfi poklesu hladiny dusiku se odpafovani nepatrné zpomalo-
valo v diisledku hromadéni sytych par v nadobé nad klesajici hladinou kapalného
dusiku.
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Obr. R2

4. a) Deviace 6 = a+v — p =~ — 30°.
Ze Snellova zékona sina = nsin 8 a siny =
= nsin(¢ — §) uré¢ime nejprve thel g a pak
thel ~v. Pro svétlo cervené:

Sin «

SiDBR = = BR = 20,620,

ng
Vg = 64,29°, 65 = 34,29°.

Pro svétlo fialové:
Sin «

sin BV = oy = BV = 20,03 y Obr. R3
v = 69,71°, oy = 39,71°.
Rozdil deviaci tedy je oy — dp = 5,42°. 5 bodua

o1, . A ) . )
b) Vyjadiime-li sinay = TV’ sinap = TR a sin (ag — ay) = sinagcosay —



— cos ap sin ay, dospéjeme k feSeni rovnice 4. stupné s neznamou b. Proto vyuzi-

jeme k TeSeni Excel nebo jiny tabulkovy kalkulator.

% sin oy sin g ay R ap — ay

1000 | 0,400000 0,700000 23,578178 44,427004 20,848 826
2000 | 0,200000 0,350000 11,536959 20,487315 8,950 256
3000 | 0,133333 0,233333 7,662256 13,493399 5,831143
4000 | 0,100000 0,175000 5,739170 10,078658  4,339488
5000 | 0,080000 0,140000 4,588 566 8,047846 3,459 281
6000 | 0,066667 0,116667 3,822554 6,699 765 2,463 342
7000 | 0,0567143 0,100000  3,275829 5,739170 2,463 342
3100 | 0,129032 0,225806 7,413674 13,050305  5,636631
3200 | 0,125000 0,218750 7,180756 12,635625 5,454 869
3300 | 0,121212 0,212121 6,962063 12,246690 5,284 627
3210 | 0,124611 0,218069  7,158269 12,596614 5,437 346
3220 | 0,124224 0,217391 7,135922 12,555858  5,419936

Z posledniho sloupce tabulky vidime, Ze pozadavku vyhovuje mfizkova konstanta
b= 3,22 um.
5 bodua

Ozna¢me délku tycinky [ a délku jejtho obrazu L, pficemz | < a; a L < af.
Podle zobrazovaci rovnice pro vzdalenéjsi konec tycinky plati

1 1
4+ = 1
T (1)
pro blizsi konec tycinky pak
1 n 1 1 1 1 1
a; — 1 a’1+L_f_a11_L a31+£'
a al
Protoze ! ~ 1+ i a 1 ~1-— £,, miizeme napsat
[ ay L aj
1—— 1+ —
1 [ 1 L 1
—|1+—)+ 3 11— | = = (2)
a; aq ay ay f

Odectenim rovnic (2) a (1) dostaneme LQ —

2
/
%z0.0dtudk:%z(ﬂ> a

1 aq a1
at = a;Vk. Dosazenim do rovnice (1) pak
avVk
f=gp = e 5 bodi
asf

Pt novych vzdalenostech as = a1 + Aa a a, = a nové délce obrazu Ly

bude nyni pro zvétseni platit:



Do (@ (L
! az ag — f
2
al\/E )
_ VEk+1 _ [ aVk ]
CL1+AG— alx/E (a1+Aa)(\/E+1) —alx/E
VE+1
Vztah mezi velikostmi obrazu tycinky
noli ki _ 0 r:
Lk (a1 + Aa)(VEk+1) — aVk
_ 1 1
— 5= .
A 4
[(1+a—1a> (\/E+1)—\/E}
Délka obrazu tycinky se tedy zmensi 4kréat. 5 bodi
6. Ukéazka TeSeni — radna kostka:
X v 1.sérii | X ve 2. sérii | X ve 3. sérii | X ve 4. sérii
5} 17 6 2
1 5) 8 6
1 2 4 8
6 3 3 3
2 2 4 11
2 2 9 21
5 4 18 4 X spojené teoreticky
7 3,14 5,00 7,43 7,86 5,86 6,00
P 0,318 0,200 0,135 0,127 0,171 0,167
odchylka, 91 % 20 % 19 % 24 % 2%

Odhady pravdépodobnosti p padnuti Sestky se v jednotlivych sériich pohybuji
v rozmezi od 0,127 az po 0,318. Od teoretické hodnoty se lisi v fadu desitek pro-
cent. Nejvetsi hodnota je v 1. sérii a je o 91 % veétsi a nejmensi hodnota je ve
4. sérii a je o 24 % mensi nez teoretickd hodnota 0,167. Odhad pravdépodobnosti
vypocteny ze ¢tyl spojenych sérii se od teoretické hodnoty 1igf jiz jen o 2 %.

Falesna kostka:

X v 1. sérii | X ve 2. sérii | X ve 3. sérii | X ve 4. sérii
1 3 6 1
2 1 1 4
10 1 6 1
5 1 4 1
2 8 1 2
1 1 1 3
3 1 3 4 X spojené
0 3,43 2,29 3,14 2,29 2,79
P 0,292 0,438 0,318 0,438 0,359




Vysledky pokusu s falesnou kostkou se vyznamné lisi od pokust s fadnou kostkou.
Odhad pravdépodobnosti padnuti Sestky se u jednotlivych sérii pohyboval v rozmezi
0,292 az 0,438. U spojenych sérii vysel odhad pravdépodobnosti 0,359, coz je témér
dvojnasobek oproti radné kostce.

Zavery: Ze simulaci je patrné, Zze pii vyprodukovani sedmi nestabilnich jader je
odhad stiedni doby Zivota (a nasledné polocasu rozpadu) zatizen velkou chybou.
Pro zpfesnéni je tfeba zmérit doby zivota vétsiho poctu jader. Po zalepeni maticky
coby zéavazi se vyrazné zmeénila pravdépodobnost padnuti Sestky. V nasem piipadé
byl odhad pravdépodobnosti u fadné kostky p = 0,180 (teoretickd hodnota 0,167) a
odhad pravdépodobnosti u falesné kostky je 0,357. Popsané simulace lze vyuzit ke
stanoveni odhadi stfedni doby Zivota kostky a nezndmé pravdépodobnosti p a na-
znacuji, jak fyzikové urcuji polocas rozpadu pri produkei jen nékolika nestabilnich
jader.

7.a) Pro klidovou energii dostavame Ey = A, - -myuc® — 11m.c? = 37200 MeV, pomér
energii je

E

Tk
= 0,041.
E, = WY 1 bod

b) Pro kinetickou energii pouzijeme vztah z klasické fyziky

1 1
= —mv2 =gm (27 f)?,

Ek Ep
= —1 | — 1 | — = kHz.

= BQv, po upravé mv =

¢) Pro dosttedivou silu ptsobici na iont platl
maX

= BQrpax, kde Q = 11e. Rychlost vyjadiime ze vztahu pro kinetickou energii

2F,
V=4 —,
m

~ [ BQTHI&)U

V2mEy = BQryax,
\/2E E
O d - BQ maX7

m
CQTmax
Vypocetli jsme indukei pro vnéjsi trajektorii, ale v pripadé cyklotronu je indukce
stejna vsude.

3

B= — 1,84 T. 3 body



d) Pii jednom priletu mezi duanty zvysi iont energii o hodnotu QU. Pro pocet

priileti n bude platit
Ej,

n=— = 921. 2 bod

QU o

e) lonty za¢inaji na nulové rychlosti, tedy nejsou predurychleny jinde. V pribéhu
jedné periody je iont urychlen dvakrat. Pro ¢as ¢t bude platit

n n
t==T=— =591 pus.
5 2 1 us 2 body



