1.a)

Reseni aloh celostatniho kola 62. roéniku fyzikalni olympiady
Kategorie A
Ulohy navrhli: J. Thomas (1, 3), J. Blazek (2) a J. Jirt (4)

Pri zapnuti proudu se na civce indukuje napéti, takze pro prochézejici proud
plati:
v, - L4
[ dt
— 5
. . L U _LdI
Oznacime-li kone¢ny proud Iy = R pak Iy — [ = Rdi
Napiseme-li dI = —d (I — 1), vychazi
d(lyp—1
dlo—1) — —Edt.
Iy—1 L

Integraci této diferencialni rovnice obdrzime
R
In (I() — I) = —Zt +InC.

Integracni konstantu stanovime z poc¢atecnich podminek. Prot =0je I =0 a
tedy InC' = Inl, takze plati

Iy —1 R _R
In OIO :_ft neboli I:I()(l—e Lt).

3 body

Bez ohledu na celkovou indukénost zapojeni civek ma podil % hodnotu radove

10* a7 10° s~1. V ¢ase 30 s po zapojeni klice bude tedy hodnota proudu jiz stala
a rovna hodnoté

Ue

2 body

Schéma prekreslime (viz obr. R1). Béhem prechodného déje do ustaleni proudu
¢ast napéti pripada na rezistor a nenulovy zbytek napéti bude mezi krajnimi
body soustavy civek. Toto napéti (U, — RIa) je v kazdé vétvi v daném okamziku
rovno souctu velikosti indukovanych napéti v této vétvi. Mezi vnitinimi uzly
je vzhledem k symetrii obvodu napéti nulové, tedy velikost proudu I5 = 0 A.
Casoveé prirtistky proudi a tim i proudy v kazdé vétvi jsou nepiimo tmérné
indukcnosti vétve, proto

11:12:]3:9:2:1; I =1y I3 = Ig.
Protoze I4 = I; + I, + I3 = 34,5 mA, dostavame po vyreSeni soustavy rovnic
I =2TmA, I, =1, =45mA, I3=Is=3mA, I =0mA.
5 bodua
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Obr. R1

Alternationi reseni s vyuzitim Kirchhoffovijch zdkona.

Podle 1. Kirchhoffova zakona Is+15 = Iy a I3 = Is+1g ataké [, = 1+ Ir + I3.

Hodnotu 34,5 mA ukazuje miliampérmetr v dobé, kdy proud v obvodu neni

staly a na civkach se indukuje napéti, které zavisi na indukénogti kazdé civky:.
I

T

Zapiseme Kirchhoffovy zakony pro smycky, které neobsahuji zdroj:

Na kazdé civce se pti zméné proudu indukuje napéti U; = —L

d/s d/s d/s
—2L—+5L—+3L— =
dt o dt 3 dt 0

nebo
—2LAI, + 5LAI5; 4+ 3LAI; = 0.

Protoze pocatecni proud je roven nule, mizeme napsat

—215 4+ 515+ 313 = 0.
Analogicky muzeme napsat

-+ 414+ 21, =0,

—41y — 515 + 615 = 0.
Resenfm soustavy rovnic dostaneme:

11:27111A, [2:[4:4,5111A, 13:[6:3mA, ]5:OH’1A

Vypocet provedeme v soustavé, spojené s policejnim autem. Druhy automobil
se v této soustavé pohybuje rychlosti w = v — u. Uvazujme dvé po sobé jdouci
maxima signalu, vyslana policejnim radarem v okamzicich ¢ = 0 a ¢t = Tj. Prvni

maximum dostihne sledované auto v case t;, ur¢enému rovnici ct; = d + wty,
kde d je vzdalenost mezi automobily v okamziku 0. Druhé maximum dorazi



v Case to, splijicimu rovnici ¢ (ty — Ty) = d + wty. Odectenim téchto rovnic
dostavame
C(tg —tl) —CTO = U)(tg —tl) .

Signal, dopadajici na jedouci auto, ma periodu

Ty =t — 1 = ‘ Th
c— W
a frekvenci .
W
- = 1--) .
=g =(-7)h

3 body
Pri vypoctu frekvence fy 1ze pouzit predchozi vztah s tim, Ze nyni je zdrojem
signalu sledovany automobil a policejni automobil je piijemcem:

P P

c
3 body
Relativni zména frekvence signalu, pfijimaného policejnim autem je tak
[fo—fol _plv—1
Jo ¢
1 bod

Skladame dveé kmitani o blizkych frekvencich a obecné rtznych amplitudach,
Yo (t) = Agcos (27tfot) ,
Yo (t) = Agcos (27tfot + ) .

Vyjdeme z nazorné predstavy skladani dvou fazori Ag a A, rotujicich s thlovymi
rychlostmi wy = 27t fy a wy = 27 fs. Jelikoz fazor As rotuje vzhledem k fazoru Ay
thlovou rychlosti w, = |wy — wp|, méni se vysledna amplituda A = |Ag + A,
od maximélni{ hodnoty Ay + A2 do minimalni hodnoty |Ay — A2| s frekvenci
fr = 1fo— fa]- Této frekvenci odpovida perioda

p_l_ ¢ 1
fr 2 ‘U - ul fO
Ciselns T, = 3,6 - 1072 s.
3 body

Pozndmka: Za predpokladu, ze obé vInéni maji stejnou amplitudu Ay = A,,
dostaneme ze souctového vzorce pro funkci kosinus vysledny signal ve tvaru
y (t) = Agcos (wot) + Ag cos (wat + ) =

= 24, cos (Wt — %) COS (Wt + %) .
Jde o harmonické kmity o frekvenci (wy + we) /2, modulované pomalu se ménici

amplitudou
A =2A, | cos wo_wzt—f
2 2




Wy — W2

Jeji perioda T, dana vztahem 5

T, = mt, se shoduje s hodnotou, odvo-

zenou z predstavy rotujicich fazoru.

Poznamky k hodnocent

a)

Elektromagnetické zareni ke svému siteni nepotiebuje zadné prostiedi a ve vSech
soustavach se pohybuje toutéz rychlosti c¢. Nicméné pfi nerelativistickém odvo-
zeni Dopplerova jevu budou feSitelé pravdépodobné vychézet z predstavy vinéni,
siticiho se v néjakém prostiredi. Ziskané vztahy pak budou zaviset na volbé vztaz-
né soustavy, spojené s danym ,prostiedim®“. Avsak vSechny takto vypoctené
frekvence se musi v prvnim fadu veli¢in u/c a v/c shodovat s relativistickym
vzorcem pro Doppleriiv jev, napr.

v —U
f1: w = ou
==

&

Opomine-li se pri skladani vinéni o stejné amplitudé, Ze perioda razu je periodou
absolutni hodnoty funkce kosinus, vyjde jeji velikost dvojnésobna (frekvence
raza vyjde poloviéni). Vztah pro frekvenci razti nemusi byt odvozovan, fesitelé
se mohou odvolat na obecné znamy vzorec.

Oznacme ubytek teploty At. Z kalorimetrické rovnice
myCyAt = csmg(t, — At — 1)

vyjadiime

csmg(ty —t)

MyCp + CsMg

At =

Podle smésovaciho pravidla ¢ (m,, + mg) = myc, + mgcs.

My + Mg’ My + My
roztoku vyjadrit jako

= 1 — w, mizeme mérnou tepelnou kapacitu

Protoze w =

c=cy (1 —w)+csw=c, — (¢, — c5) w.

Zavislost tepelné kapacity roztoku na jeho koncentraci je tedy linearni, smérnice
primky je

. 71 . _1 —_— . 71 . _1
k:—(cv—cs):>—4200‘] kg™ - K 0253360J ke " K™

— —3360 J-kg ' K1,
mérné tepelna kapacita ¢isté soli ¢, — 840 J - kg™t - K1
Teplota vody se tedy snizi o

cmalle = 1) _ 40

a) Atl =

mMyCy + CsMs1



csMga(ty, — t)

B) Aty =

Pro ilustraci uvadime parametry linearni regrese:
4300 T T I ] ] I | I 1 1

—3.8°C.
myCy + CsMMig2

TR 400 y = —3360x + 4203,3
4100 S R2 = 0,997 1
4000 ~
3900 ~=
3800
3700
3600
3500
3400
3300

o T
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Obr. R2

3 body
b) Zavislost rozpoustéciho tepla soli na jeji hmotnosti v 1 kg vody je také piiblizné
linearni, muzeme tedy napsat

qg=amg+ b,
pro krajni meze intervalu (10; 350) dostaneme
72,3 = 10a + b,
32,2 = 350a + b.
Odtud a = —0,12 ki p=735K
g8 kg
Pro ilustraci uvadime presné parametry linearni regrese:
g 50 FRFFFFFFEER
k] kg ' 70 y =—0,119 5z + 71,072 =
60 R? = 10,9628 H
50 = =
40 =
30
20
10
0
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Obr. R3



Pro mg = 25 g dostaneme ¢; = 25a + b = 70,5 kJ /kg,
pro mgy = 250 g dostaneme ¢ = 250a + b = 44 kJ/kg.
Na rozpusténi soli je potieba teplo gmg. 7 kalorimetrické rovnice

qms = (m,c, + csms) At

= At=

qms

(mycy + csms)

Snizeni teploty pro mg = 25 g At; = 0,40 °C.
Snizeni teploty pro mg = 250 g Aty = 2,5 °C.

¢) Upravime vztah pro koncentraci

S

Doplnime tabulku zavislosti bodu varu na koncentraci soli:

Yl 5 10 15 20 25
%

Z;LS 0 0,053 0,11 | 0,18 | 0,25 | 0,33
f—g 100 | 100,5 | 101,0 | 101,6 | 102,2 | 102,9
C,A—(jf 005 | 10| 16 | 22 | 29

Podle predpokladu jde o linearni zavislost At = k%, tedy k = ﬁt

My

3 body

—8,7°C.

Hodnoty konstanty k£ mizeme opét porovnat s presnymi parametry linearni

regrese:
3,5

At
°C 3
2,5
2
1,5
1
0,5
0

Pro mg = 25 gje Aty =k

=22°C.

y = 8,733 8z + 0,0231 -

-

mgo

R? = 0,999 8
—— Z/ I — —
I e e —— ——
_I//
- SEEEE -
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
Obr. R4
777;‘;1 = 0,22 °C, pro mg = 250 g je Aty = k252 =

My
2 body



d) Roztok budeme muset jesté ohfat o At; = (0,42 + 0,4+ 0,22 )°C =1 °C pii
pridani 25 g soli nebo o Aty = (3,8 + 2,5 +2,2)°C = 8,5 °C pii pridan{ 250 g

soli. K tomu bude treba jesté zahtivat po dobu 7 = % -1 °C = 4,5 s pri
pridani 25 g soli nebo 7 = % - 8,5 °C = 38,3 s pri pridani 250 g soli.
2 body
4.a) Uzijeme
dzr = vdt,
dd do
Ui = 7, — U7/,
dt ' de
1 1do v dP
R R dt R dx (1)
V prvni fazi pro = € (0; a) je indukéni tok prochazejici rameckem
1 1 B
dy (x) = §B () S (z) = 5 S%BO car = FOJJQ.
Faktor % vychazi ztoho, ze diky linearité pouzijeme primérnouhodnotuindukece B.
V druhé fazi pro x € (a; 3a) je indukéni tok prochazejici rameckem
1 x r—a By
P =—.|=B By)-a*=="a(2z—a).
2 (2) = 3 <3a 0+ 5, o> o’ = Z-a (2 —a)

V tieti fazi pro = € (3a;4a) je indukéni tok prochazejici rameckem

r—a

3a

c1>3<g;):1-<30+

B
5 Bo> -a(4a—x):—0(—x2—|—2ax+8a2).

6

Podle vztahu (1) dostaneme v jednotlivych fazich proudy

[__deI)l(:C)__v Byd , By
'“"R ax R 6dr. _ 3R"
v d®s () v By d Byv
L=—2 = 2.2, (92— a) = — 2% = konst.
TR A R 6 “ap (BT @) = —3pe = konst,
v dds () v By d 5 5 Bov
JA— =220 (224 2az + 8a?) = 2% (2 — a).
TR dx B G (T T2 480) = o (1 —a)

V prvni a druhé fazi je proud zaporny, protoze indukéni tok prochazejici rdimeckem
roste, ve treti fazi je proud kladny, protoze indukéni tok klesa.
4 body
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Obr. R5H

Alternationi Feseni: Pri pfechodu pravého vodice magnetickym polem, tj. pro
x € (0;3a) se mezi jeho konci indukuje napéti, které zptisobuje proud
I'(z) = U' () _B () av _ 3 Boav _ Boux.
R R R 3R

Obdobné pii prechodu levého vodice, tj. pro = € (a;4a), se mezi jeho konci
indukuje napéti, které zptisobuje proud
_U"(z) B(z)av 5 Boav By (2 — a)

R R R 3R '
V prvni fazi, kdy x € (0;a), vznikd napéti pouze na pravém vodi¢i, ¢imz
rameckem protéka proud

I// (.I')

L(z)=TI(2) = 2.

V druhé fazi, kdy = € (3a;4a), se cely ramecek nachazi v magnetickém poli,
pritom se v levém a v pravém vodic¢i indukuje napéti s navzajem opacnou ori-
entaci. Rameckem protéka proud
B()U

I, =I'(z) — I"(x) = —=a = konst.

)= 1)~ I'() = 5%
V treti fazi, kdy = € (3a; 4a), vznika napéti pouze na levém vodici, ¢imz protéka
proud

I3(z)=—1"(x) = eV (x —a).

Proudy vysly s navzajem opac¢nym znaménkem nez ve vySe uvedeném reSeni

z divodu volby prvniho proudu jako proudu kladného (pfi této volbé vyjde graf
prevraceny kolem osy ).

Pri hodnocent je potadi kladného a zdaporného proudu osobni volbou resitele, ale
dva navzdjem riuzné smery proudu je nutné v resent odlisit.
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Obr. R6
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Obr. R7

b) V prvni fazi pro x € (0; a) ptisobi na pravy vodi¢, a tedy na ramecek, magneticka
sila o velikosti

Fi(2) = B(@) L (2)a= By 20 . g = B0V

By 2% g = ,
30 Y 3R YT 9R "

Prace stejné velké vnéjsi sily opacného sméru je

/ B2v / B?v [2*1" B
W= [ Fi(z)de = =% [ 2?de = =L |=| =245
! /1(95):6 9R/x ! 9}2[3}0 >R

0

V druhé fazi pro z € (a;3a) pusobi na ramecek vysledna magneticka sila o ve-



likosti
Fy(z) = Fy(z) — Fy (x) = B' (z) Isa — B" (x) lsa =

Byv r—a Byv _ Biv 4

_3—a/BO'ﬁCL'CL 3a B()‘?)RCL'CL—WCL = konst.
Prace stejné velké vnéjsi sily opa¢ného sméru je
3a B2 3a B2 2B2
v v v
Wy = [ F d:—oz/d:LZ da _ 270" 3
5 / b (z) dx op ¢ T=gpa [z]] oR ¢
nebo vzhledem ke konstantni sile primo
6B%v
Wy =Fy-2a = —=a®.
S0

Ve treti fazi pro x € (3a;4a) pusobi na levy vodi¢, a tedy na ramecek, magne-
ticka sila o velikosti

T —a Byv Bv

Fy(2) = B(2) I3 (v)a = ——By 55 (v —a) a= ﬁ(;c—a)z.
Prace stejné velké vnéjsi sily opacného sméru je
4a 4a
B2
W3 :/Fg(a:)dx: QLRU (x2—2ax+a2)dx:
3a 3a
4a
. B(Z)'U CU3 ) ) . 1933’0 3
—W[?—ax‘ +a°r 3@— R a’.
. P 2 v s . 2633?) 3
Celkova prace vykonana vnéjsi silou je W = Wy + Wo + W3 = TR
4 body

Alternationd reseni: Préace vykonana vnéjsi silou je rovna prirtstku vnitini ener-
gie smycky, ktera se priichodem proudu zahtiva. Vyuzijeme integral

W:/Pdt:/RIth:E/]de.
v

V jednotlivych fazich je prace

R [ R B2? [ B2v T231% B2
Wi == | IPde = = . =Y / 2qp — 207 || — 2073
1 v / 14T " 9R2 T axr OR 3 . —27Ra ,
0 0
2a B2v*a? 2a 6B2v
Wy = RI}t=RI?-—=R-—2 J2a _ BBGU 3
2 2 2" oz g
P 4a R 32 4a BQ ( )3 4a 1932
Wa==— [ I?dzx = = . =% )y = 20V a _ 0V 3
’ v/ sdr =" g | A= 1T 27R
3a 3a 3a
147 26B8'U 3

Celkova prace vykonané vnéjsi silou je W = W, + Wy 4+ W3 = TR



VyuZzijeme graf ziskany v ¢asti a) a obsah plochy mezi timto grafem a osou .
Béhem prvni a druhé faze tece proud jednim smérem, béhem treti faze tece
proud opac¢né. Uvazované plocha pro prvni a druhou fazi méa stejnou velikost
jako plocha pro treti fazi.

Oznacme T = — dobu za kterou se ramecek posune o délku a. Jednotkovému

obsahu plochy ]2a odpovida naboj AQ), pro ktery plati

La= 29, - AQ% — AQu.

T
Celkovy obsah plochy je %Iga a celkovy naboj
5) 5BOCL2
@ 2 ¢ 6R
Tento naboj projde v prvni a druhé fazi jednim smérem a ve tfeti fazi opacnym
smérem. 2 body

Alternativni Teseni: Uzijeme integraly

a

[ Bow de _ [By ] By
= [ L@d= [ 2.
@ /1(’”) SR v [63 ] 6R

0 0
2a _ Byva 2a 2Bya’
— ] — g
Qe=l-"m==p 3R
5Bya?
Q=Q+ Q=1

4a 4a

o [ By de  [Bp [ da  5Bya?
PR AR FOO PR
3a

3a




